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SUR 



LES FORMES MIXTES, 



Par LÉON AUTONNE 



INTRODUCTION. 



Considérons un polynôme 

\^; «/ 

homogène, avec le degré m, par rapport à N variables a?,, 
homogène avec le degré in\ par rapport à N variables m,, 
j I = r , 2, . . ., N j. Supposons que les 2N variables ne sont 
pas indépendantes, mais liées par la relation 



(0 



= 2'^'"'"^' 



Suivant la terminologie employée au cours des présentes re- 
cherches, F sera une forme inixiCy ayant X ordre m et la 
classe m' . 

Clebsch a étudié autrefois, pour N = 3, de pareilles expres- 
sions, comme représentant, parleur évanouissement, Vacoïii- 
cidence principale d'un connexe plan. Cela revient à consi- 
dérer comme élément générateur du plan la figure {x^ w), 

Ann. de Lyon. — XIII. i 



i 
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fi PBÉI.IMISAIBES. 

t" Soil une matrice «-aire 

\ = [a,j] u.j=i,i »;. 

Si a^j = o, pour i ^jy ol (1^ = i , on ti la matrice unilé K. 

La matrice A fournit sans anihigultc d'abord la forme bi- 
linoairc à deux séries de variables 



A(x;„)-2'''>"'-^>- 



ensuite la substitution linéaire «-aire 

= |. S-v^ |- 

On posera souvent aussi 

A|.-,l = 2:««=y. 

ce qui permet d'écrire, pour la substitution, 

1=, A[=,]|, 
OU, symboliquement, 

k=\z \\-.]\. 

Pareillement, S ^ [s,j] étant une matrice n-airo, Végatilc 
symbolique 

est équivalente aux n étjualions 

4" Avec un tableau quelconque, on peut toujours con- 
struire une matrice, en ajoutant, au tableau, des lignes ou 
des colonnes constituées par des zéros. 
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11 suffira donc de considérer des matrices. 
Les deux njalrices 

Az:z[aij] et X'=:z[aj,] 

seront transposées; chacune sera la transposée de Taiitrc. 

Pour la multiplication symbolique et, en général, pour le 
calcul symbolique, il sera fait usage des règles données par 
Frobenius (II, Index bibliogr.). Je remarquerai seulement 
que ces règles sont les mêmes pour le calcul des matrices, des 
formes bilinéaires, ou des substitutions linéaires. 

On s'en assure aisément. 

Si Ton a les deux matrices /^-aires 



il viendra 



K^[aul B=r[6,y], 



AB=: 



r^i'^"^'^] 



M>y^^ — ')^? ...,/i,. 



Prenons les deux formes bilinéaires A(x'; w), B(x-; u). Le 
produit sera la forme bilinéaire 



AB 



=2 



dk{x\ u) dlà{œ\ u) 



dxi 



ÔUi 



= 2d ^if^lJ ^'i^J — 2 "' "^Z 2 ^'V b/J 



iij 



Prenons enfin deux substitutions 



A=: 



oT, 



^CliiXi 
l 



B=r 



Xi 



^^Ij^j 



Leur produit, au sens de M. Jordan, sera la substitution 
obtenue en opérant, sur les x^ la substitution A d'abord, puis 
la substitution B. La substitution-produit sera 



X. 



^ Cl il 2 bijXj ^ Xi 2 Xj ^ Œiib, 



C. Q. F. D. 



PRIiLnilX AIRES. 



iiatrices A et B sont équivalentes s'il existe deux 
ces L et M, avec 1 1^| :j^ o, |M | ^ o, telles que 



)u M =: L"', A et B scronl semblables. Vis-à-vis 
ude, la multiplication qsI une opération inva- 

L-'ABL=(L-'AL)(L-'BL). 

n fois, 

C^MAL, D = MBL, 
ceaux ! p = param. variable | 

pA+B «i pC + D 
ints, car 

pC + D= M{f A + B)L. 

inant 

i^A, = |pA+ Bi 

îmc en p de degré n. Un /i-iéme mineur sera un 
degré n — k. Nommons-le A^ct Dj^ic p. g. c, d. 

racine m-ième de l'équation 

.o; D„=\ = (p-«)3o(,..), P«-"*. 

p-fl)P.(...), ..., D,=.(p-«)P.(...). 

D,(«)p^o. 
leront une suite décroissante 

Po > P, >.•->?*>...> P/ ou o, 
i différences 
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forment une suite non croissante d'entiers positifs 
Les / expressions 

sont, d'après la terminologie de Weierstrass (I, Index) ^ les 
Elementartheilery afférents i\ la racine a de Tcquation 

Je traduirai Elementartheiler par successifs sous-en tendant 
facteur ou diviseur. 

Soient a, b, Cy ... les racines distinctes de l'équation 

A(p) = o. 

Je dirai que l'expression 

A(p)=:(p — a)«o...(p — a)a/-,(p — 6)Po(p — ^)P,.. .(p_c)Yo. .. 

est décomposée en ses facteurs successifs 

(p — «)"", . . . aflTérenls à In racine a, 
(p — ^)^», • . . » » f^j 

(p — c)Yo . . . » » c, elc 

Je dirai que les successifs d'un faisceau en définissent la 
structure. 

L'admirable théorème de Weierstrass peut s'énoncer ainsi : 
U identité de structurée pour deux faisceaux est la con- 
dition nécessaire et suffisante de leur équivalence. 

Si le polynôme A(p) était identiquement zéro, l'énoncé 
serait plus compliqué. Ce cas ne se présentera pas dans le 
présent Mémoire. 

6^ Le faisceau pE — A est \e faisceau caractéristique de 
la matrice A. | pE — A | est le déterminant caractéristique ; 
I pE — A I = o est \ équation caractéristique. La structure 
à^unc matrice est, par définition, celle du faisceau caracté- 
ristique. 
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: des faisceaux caracléristiques pour deux 
est la condition de la similitude, 
ïlalion 

pE— B=L(,'E-A)M 

M = l,-' el B^LAL-'; 

? deux matrices soient senihlabUrs, il faut 
lies possèdent même structure. 
I, Index) (|iio, si dans une forme bitinéaire 
subir ; i" aux u, la coUinéalion ou substltu- 
f, la substitution P, on obtient la forme bili- 

Q'AP(x;m). 
2rai quelquefois une matrice par des paren- 



= [«//] ^ 



lu à m lignes et « colonnes sera quelquefois 
ableaux partiels. On emploiera alors les nota- 
, qui se comprennent de suite. 



X 


=-1.' 


X' 




II!. 


II!.' 


11!," 








... 





leau à |x lignes et X coloiiues, etc. 



PRÉLIMINAIRES. H 

lo*^ Au cours des présentes recherclies, on s'appuie fré- 
quemment sur des résultats établis soit par différents géo- 
mètres, soit par l'auteur dans des publications antérieures. 

Voici la liste bibliographique des travaux en question. 
On y renverra simplement par l'indication du chiffre romain 
qui marque chaque Mémoire. 

Ces Ouvrages contiennent les explications détaillées sur 
des points qu'on se bornera à rappeler succinctement. 



INDEX BIBLIOGRAPHIQUE. 

I. Weibrstrass, Zùr Théorie der bilinearen und quadratischen 
Formen (Monatsberichte de V Académie de Berlin, 1868, p. 3io). 

II. Frobenius, Ueber lineare Substitutionen und bilineare Formen 
(J'f. /*. w. a, M. y t. 84-, p. i). 

III. Frobenius, Ueber das Pfaffsche Problem (même Recueil, 
t. 82i p. 23o). 

IV. KÔNIG ( JuLius ), Einleitung in die allgenieine Théorie der alge- 
braischen Grôssen (Teubner, Leipzig^ ï9^>3). 

V. Clebsgii, Leçons sur la Géométrie, rédigées par Lindemano cl 
traduites par A. Benoist, t. 111, chap. II. — Sur les connexes (Gaii- 
thier-Villars, Paris, i883). 

VI. AuTONNE, Recherches sur les groupes d* ordre fini contenus 
dans le groupe des substitutions linéaires de contact {Journal de 
Mathématiques, 1887, p. 63). 

VII. AuTONNE, Recherches sur les groupes d* ordre fini, contenus 
dans le groupe quadratique crémonien. — Premier Mémoire : Etude 
d'une substitution crémonienne isolée (même Recueil, 1888, p. 17). 

— Deu\ième Mémoire : Multiplication des crémoniennes; groupes 
quadratiques; groupe directeur {m^mQ Recueil, 1888, p. 4^7 )• 

VIII. AuTONNE, Sur les formes quaternaires à deux séries de va- 
riables {Mémoires couronnés et Mémoires des Savants étrangers, 
publiés par l'Académie Royale de Belgique, t. 59, 1901). 

IX. AuTO?îNE, Sur les substitutions crémoniennes dans l'espace. 

— Premier Mémoire : Journal de l'Ecole Polytechnique, 2*^ série, 
8« Cahier. 



I-KÉMMIXAIRES. 

A cette liste, on peut ajouter aussi, quoique ayant un rap- 
rt beaucoup plus éloigne avec le présent travail, le livre 
ivant : 

(. LiE-EfifiEL, Théorie der Transformationsgrappen; zweîler 
sciinill (Teubner, Leipzig, 1890). 

Pour ne pas accroître démesurément le cadre des pré- 
ites recherches, j'ai systématiquement écarté tout ce qui 
; rapprochait des théories de Lie et du Ciilcul intégral 
:]uations aux dérivées partielles). Ce domaine sera peut- 
■e l'objet d'une publication ultérieure. 



Voici maintenant un rapide aperçu dès principaux résul- 
Ls obtenus au cours du présent travail. 

GÉmiuTÉs. IVenonsaN variablesxietw,, ;i = i,2,...,N|, 

lices par les trois relations 

»=2;»«=o, ».=;2"='' ".=2»"='' 

où les e^ et gi sont des constantes numériques 
arbitrairement choisies une fois pour toutes. 
Les Xf et u, sont respectivement les coordon- 
nées homogènes d'un point x et d'un plan h, 
dans un espace <£ à N — i dimensions. Le 
point est sur le plan; la ligure constitue un 
élément (x, u). Il y a x'""^ étémenls et l'on 
introduit les coordonnées non homogènes 
>.„, I a = 1 , 2, ..., 2N — 3 j de l'élément. 

Un polynôme fi _ 1 homogène par rap- 
port aux Xi et «,■ respectivement, avec les de- 
grés m et m' respectivement, est ane. forint' 
mixte si les Xj et «, sont les coordonnées 
d'un élément (a;, //). m et m' sont Von/rr et 
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la classe de la forme mixte. Le connexe est 
le lieu des éléments pour lesquels s'évanouit 
une forme mixte. L'intersection de N^ con- 
nexes, c'est-à-dire la totalité des éléments 
communs aux N^ connexes, est une variété à 
2N -— 3 — Nq dimensions. 

Deux éléments infiniment voisins (j?, u) 
et {x + dx^ u 4- du) sont en situation réunie 

si V w (i.r = V a? (itt = o. Les deux condi- 
tions n'en font qu'une à cause de 

Une variété est intégrale si deux éléments 
infiniment voisins quelconques sont toujours 
en situation réunie. 

PttEJiiÈRE PARTIE. Daus uu cspacc k n — I dimensions, le 

CONNEXE LINÉAIRE, counexe J3l linéaire ou linéo-linéaire a pour 

équation 

A(d?; u)=z^aijUiXj=o^ j £,y =: 1, 2, .... /i |, 

et pour ordre et classe l'unité. 

CHAPITRE I. Un choix approprié de coordonnées ra- 

FORMEs TYPIQUES, mèue A à uuc forme typique simple. 

^'"^* Prenons Téquation caractéristique (£), dont 

le premier membre | pE — A | décomposé en 
facteurs successifs est 

Au successif (p — l)^ correspondent : i** une 
matrice partielle ou composante X-aire L; 
2^ 2X variables Zj et iVy, jy = i, 2, ..., X |, 



y\ 
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CHAPITRE II. 

POINTS ET PLANS 
FONDAMENTAUX 

DISTINCTS 
OU CONFONDUS. 

(■7'*). 



ciloisics parmi les 2 /i variables Xi et e//. On a 

L(5 ; il') = /^ ziv -H 2 «V^y^i X(^ —y — 0> 

y 

OÙ /X'^) = o OU I , suivant que ^ est <[ o 
ou ^o. La forme typique est 



A(^; M) = 2 ^(^î "*)' 



2 



sY'tendant aux diverses composantes. 

Dans chaque composante les z et les s^ 
sont rangées dans un ordre bien défini; on 
peut parler de la première variable z^ et de 
la dernière ivx- 

Appartiennent à un même hypersys- 
tème (a), les composantes où le coefficient / 
est égal à une même racine distincte a de (D. 

Est par définition fondamental tout point ^ 
(plan Y) ) qui forme un élément du connexe Jl 
avec tout plan passant par ^ (^tout point situé 
sur Y)). Chaque fondamental $ ou y) se rat- 
tache à une racine de co. 

Les points fondamentaux ^^ fournis par la 
racine a s'obtiennent par la règle suivante : 

I® Dans chaque composante L, égaler à 
zéro toutes les z^ sauf z^^ qui prend le nom 
de paramètre fondamental Z ; 

2® Dans chaque L étrangère à l'hypersys- 
tême (a), égaler à zéro le paramètre Z; 

3° Attribuer, dans les composantes de Thy- 
persystèmc (a), aux Z toutes les valeurs 
possibles. 

Si (a) comprend k composantes, il y a 
oo^~* points ^a' 



..^ 
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Vis-à-vis d'un fondamental donné, une 
composante L est active ou inactive suivant 
que le Z de L est i^^ o ou nul. 

La règle est la même pour construire les 
plans fondamentaux yj^, sauf que le para- 
n^ètre fondamental W est la dernière sx\ 
des iv. 

A chaque fondamental \ correspond un en- 
tier K et une courbe unicursale C de degré 
K — 1 . K est l'ordre minimum des compo- 
santes actives pour $. La portion de C affé- 
rente à la matrice L est donnée par les équa- 
tions 

OÙ / est la variable d'unicursalité. // y a, 
suj* C, K points fondamentaux^ confondus 
en $. 

Des propriétés analogues par dualité se 
présentent pour les plans fondamentaux* 



CHAPITRE III. 

COURBES eX KT 
BÉVELOPPABLES X) . 



Les courbes de coïncidence principale^ 
introduites par Clebsch dans le connexe plan, 
N = 3, se généralisent, pour N quelconque, 
en deux sortes de ligures (variétés à une di- 
mension) a; et 10, qui se correspondent dua- 
listiquement. La portion de la courbe .ïx;, 
afférente à la composante L, s'écrit 



^Zj — e'^ 



di 



r=K—l 



dtJ 






/• = 



où t est une variable, c, un paramètre con- 
stant arbitraire, O un facteur, le même pour 
toutes les composantes, à définir par la con- 
dition Xo = I . 



i6 
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CHAPITRE IV. 

APPLICATIONS. 



DEIIIEIE PARTIE. 

ALGÈBRE 
DES FOHMES MIXTES. 



CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS. 



Par tout point x non fondamental passe 
une -X et une seule. Tant que / reste finie, 
<.\^ ne passe par aucun fondamental Ç, mais, 
si / devient infinie, le point courant sur .\; 
tend toujours vers un Ç. En choisissant con- 
venablement les paramètres c, ainsi que le 
chemin suivant lequel la variable complexe 
tr\ dans son plan, tend vers zéro, on peut 
faire passer ^x par tout Ç, donné d'avance. 

On construit, pour N = 4? les onze types 
du connexe Jl, avec les fondamentaux Ç, les 
courbes C et a;. Pour N == 5, on se borne à 
énumérer les vingt-quatre formes typiques 
de Jl. 

On sait, d'après les explications de Kônig 
(IV, Index) j que les règles ordinaires de 
l'Arithmétique et de l'Algèbre habituelles 
sont applicables seulement aux domaines 
holoîdes et complets. Il faut donc montrer 
que les formes mixtes constituent un pareil 
domaine. C'est l'objet de la deuxième Partie. 

On rappelle d'abord, d'après Kônig, les 
principes essentiels de l'Arithmétique et de 
l'Algèbre. Les polynômes, homogènes à la 
fois par rapport aux Xi et Ui respectivement, 
constituent un domaine û, holoîdey complet 
et bien défini^ lorsqu'on traite les a?,- et w, 
comme des variables indépendantes, c'est-à- 
dire quand on fait abstraction de la relation 

Tout facteur irréductible dans Î2 est aussi 
premier. 
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CHAPITRE II. û reste holoïde quand on introduit la re- 

DOMAiNK HOLoïDK û latioH (o = o. Mals, c'est par une discussion 

DES FORMES MIXTES. , . , . . 

/ o\ plus détaillée, qui remplit les Chapitres sui- 

vants, qu'on parvient à établir que û reste 

complet et bien défini, malgré la condition 



O) rz: O. 



INVARIANTS 

ÉSIDUELLE d' 

FORME MIXTE. 

(32«). 



CHAPITRE III. Sous le bénéfice de (0 = 0, une forme mixte 

ET résiduTllÉ^'une ^^t susccptiblc d'une infinité d'expressions, 

non distinctes, ou équivalentes. Ne sont à 
étudier que les propriétés commwAi^^ à toutes 
les formes mixtes, équivalentes entre elles, 
ou propriétés permanentes. Il y a donc lieu 
de chercher les inç'ariants et, pour une forme 
mixte donnée /, de chercher une expression 
équivalente, particulièrement simple ou ré- 
siduelle. 



CHAPriRE IV. Reprenant le domaine Û du Chapitre II et 

DOMAINE HOLOÏDE s'aDDUvaut sur la théorie des invariants et 

ET COMPLET Û l r J 

DES FORMES MIXTES. (Jes résiducllcs, on établit que w, est un fac- 
^^^"^' tcur à la fois irréductible et premier. Cela 

permet, par un nombre fini d'opérations ra- 
tionnelles, de construire le plus grand com- 
mun diviseur de deux formes mixtes don- 
nées quelconques. La conséquence est que le 
domaine holoïde £2 est complet et bien défini. 
Il est licite par suite d'appliquer aux formes 
mixtes les règles du calcul habituel de l'Arith- 
métique et de l'Algèbre. 



CHAPITRE v. On donne une méthode pour décomposer 

une forme mixte donnée en facteurs premiers. 
Eu égard à l'équivalenciî, la décomposition est 
possible toujours et d'une seule façon. 



DIVISEURS 

d'une forme MIXTE 

DONNÉE. 

(56-). 



Ann. de Lyon, — XIII. 
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CHAPITRE VI. 

APPLICATIONS. 

(65-). 
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On calcule cerlains délerminants, dont les 
éléments sont des formes mixtes, et l'on dis- 
cute certains systèmes d'équations du pre- 
mier degré, où les coefficients des inconnues 
sont des formes mixtes. Ces résultats sont 
utiles pour la suite. 



nOlSIBlB PARUE. 

SUBSTITUTIONS 
CRÉMOMENNES. 



CHAPITRE I. 

DÉFINITION 
DES CRÉMONIENNES. 

(1"). 



Les crémoniennes sont, par définition, des 
substitutions qui sont à la fois biralionnelles 
et de contact. Leur expression est 



5 = 



or. 



lil 



? 



(m m'\ 
x\u ) 






f-\ 



ûT, 



U> 



(g 9'\ 
'\x; Il ) 



où ç, [ ] est une forme mixte ayant m 

pour ordre et m! pour classe, On a, sous 

le bénéfice de o) = o, 

(p,(ô; Y]) et 4'i(ô; Tj) sont respectivement pro- 
portionnelles à X/ et W/, tandis que ô/(ç:^) 
et y]/(ç ; ^) le sont à Xi et W/. 

On n'étudie, bien entendu, que les pro- 
priétés permanentes des crémoniennes. 

On introduit les crémoniennes. On précise 
la notion de birationnalité, et aussi les con- 
ditions pour que la substitution s soit de 
contact, c'est-à-dire admette pour invariant 

l'expression V wrfx. L'élément (y, p) où les 

ji sont proportionnelles aux 9/ et les P/ aux 'sj/y. 



i 
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ï9 



est Vêlement image par 5, (y, p) = s\(x^ w)J, 
de rélément (o^, u). 



CHAPITRE IL 

TABLEAUK 
C AaACTÉAISTIQUES . 



Avec les dérivées partielles 



?/y 






t» 






i / 



/, y = 1 , 2, . . ., N {, on peut construire di- 
vers tableaux caractéristiques pour 5 et 5~* . 
Avec des notations faciles à comprendre, cd 
tableaux sont les suivants : 

Deux tableaux corrects à 2N 4- 1 lignes et 
2N colonnes : 



V.î== 






l!\ 



U 



X, 



\ 



Vi-1^ 



ri a 



''".) 



V Wy 






\ 



Quatre tableaux corrects à 2N 4- 1 lignes 
et N colonnes : 



'1 







«y ) ( •» ) ( « ) ( *' ) 



Quatre tableaux corrects à N -f- i lignes et 
2N colonnes ; 



«/ »r ) { uj Xj S { u X ] { u X ] { u X \ 



\ 



Viennent enfin les huit tableaux de rang 
variable, à N + i lignes et N colonnes : 









\.[. 



♦■H»H"H"H-'I^ 
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PRKLIMIN.VIRES. 



CHAPITRE ni. 

RELATIONS^ 

POUR U CONSTANT, 

KNTRR LKS Ç.. 

(28-). 



CHAPITRE IV. 

VARIÉTÉS 
niIMORDIALES. 

(35«). 



dont les huit rangs r^, r^, ..., r^' sont les 
liuit entiers caractéristiques. Ces huit en- 
tiers caractéristiques sont la hase de la clas- 
sification pour les crémoniennes. 

Quand on fixe le plan u dans une situation 
quelconque i/, les N expressions 

dépendent de N — i variables indépendantes 
distinctes j^, J /= i, 2, .. ., N — i [. Le ta- 
bleau, à N lignes et ]N — i colonnes, ^ a 

le rang r^ — i . Alors, en vertu de théories 
connues, il existe, entre les F,, N -f- 1 — r^ 
relations distinctes 



*,(F; u)—o. 



s 1^2, ...jil —r- I /*m j y 



OÙ $, est un polynôme à deux séries de va- 
riables homogènes F, et w,. 

Le lieu des éléments 

respectivement est, par définition, la variété 
primordiale <Su ou ^Sj.. U y aura de même des 
variétés primordiales (£l et (E*^, lieu des élé- 
ments (x, u) 

respectivement. ^„, par exemple, comporte 
une variété ponctuelle Y„, lieu du point y, 
et une variété planaire V„, lieu du plan (^, etc. 
Y„, par exemple, est évidemment définie par 
les M -h 1 — Tç équations primordiales $^ = o 



PRELIMINAIRES. 
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CHAPITRE V. 

SUBSTITUTIONS 
GRÉMONIQUES. 

(5i-). 



CHAPITRE VI. 

ÉLÉMENTS 
FONDAMENTAUX. 

(63o).^ 



ci-dessus, $,(jk; u) = e. Plus généralement, 
on nommerdi primordiale toute équation ob- 
tenue en égalant à zéro un polynôme homo- 
gène à deux séries de variables, une des sé- 
ries étant en Xi ou «/, Tautre eny,- ou P/. Il y 
aura évidemment quatre sortes d'équations 
primordiales. On construit les variétés et les 
équations primordiales, et l'on établit le 
théorème que voici : 

Les huit entiers caractéristiques sont 



égaux deux à deux 



/•ç — /'n' \ 



t\ 



'•6' ; 



r^ — rr^ ; /-q z= /•^.. 



Dans la discussion générale qui précède, 
on a supposé chaque entier caractéristique 
au moins égal à 3. Il est absurde d'égaler un 
d'eux à zéro ou 2. Si un des entiers caracté- 
ristiques au moins est égal à l'unité, la cré- 
monienne s devient crémonique. Les crémo- 
niques reviennent au fond à des substitutions 
ponctuelles, prolongées (aji sens de Lie). 

Un élément (x, w)est, par définition, fon- 
damental 

pour la crémonienne Sj si l'on a 



Cp/ = o, 



th. — 



ou 7/ ^=- o, ou 






?/=io; 



pour la crémonienne 5 ', si Ton a 

0/ = o, ou T^^ 1= o, ou 6/ -= r^^ =: O. 



Soient un point x (un plan u) quelconque, 
U un plan passant par x (X, un point situé 
sur u)j tel que l'élément (x, U) [ou l'élément 
(X, u)] soit fondamental. Il n'existe pas plus 
de : i^ 00*^"^ éléments fondamentaux dans 
l'espace; 2*" oo'^"'* points X ou plans U. 
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3oit une variété Z, lieu d'éléments (x^ m); 
la variété Z', lieu des éléments s[{x^ w)], 
sera, par définition, la variété-image. On 
écrira Z' = s[Z]. On construit Z' pour Z 
donnée quelconque. 

L'image, par ^, d'un élément fondamental 
#de Sy n'est pas un élément (y, p) unique; 
(y? ^) est indéterminé sur une certaine va- 
riété fondamentale "Ç. Tout élément de t:> a # 
pour image par;?"*. 

Si la variété Z contient un élément #, alors 
il se sépare de Z' la variété %?, qui correspond 
à #, comptée une ou plusieurs fois. 

Cela permet de préciser la notion de va- 
riété primordiale, $„par exemple. Ç„ est bien 
le lieu des éléments s[(x^ w)] à u fixe, mais 
lorsque a; parcourt w, sans venir en un point X. 

Toute cette théorie est la généralisation 
des propriétés qui, dans les substitutions 
planes Cremona, appartiennent aux points 
fotidamentaux et aux courbes fondamentales. 

On parvient à un théorème que voici : 

Si une variété intégrale W donnée est 
primordiale pour une crémonienne s au 
moinSy cette crémonienne est unique et bien 
déterminée. 

On se trouve alors en présence d'un pro- 
blème double : 

i** A quelles conditions J nécessaires et 
suffisantes doit satisfaire W pour que »ç existe. 

2^ Les conditions J étant remplies par hy- 
pothèse, construire s. 

Ce problème fera Tobjct d'un travail ulté- 
riour. 



GÉNÉRALITÉS 



i** Nommons forme à plusieurs séries de variables 

•^11 '^%i • • • î y \i • ■ • j ^'ii • • • » • • '1 

un polynôme, homogène, séparément par rapport aux di- 
verses séries de variables. Les diverses séries ne contiendront 
pas forcément le mênjte nombre des variables. 
La notation 

^/m n m' \ 

\^; y; "; •• J 

met en évidence, dans la forme y, les degrés d'homogénéité 
m, /^, m', . . . pour les diverses séries de variables. La nota- 
tion 

/(^; y\ u\ ..0, 

OU le soulignement, indiquera que, dans une des séries, w, 
par exemple, les variables sont momentanément envisagées 
comme des paramètres constants. 

Je m^occuperai surtout des formes bi-N-aires, c'est-à-dire 
à deux séries de N variables. On aura des formes 

Bibinaires N = 2 

Bilernaires =3 

Biqualernaires ::=: 4 



a.i <;£m::ralitf.s. 

■2." Prenons la forme bi-ÎS'-aire 

/(.r; n)=/{jc, j-,; m, «>). 

On assimilera les x;- (ou les Uj). avec *= i, a, ■■ ., N aux 
N coordonnées homogènes d'un point x (ou d'un plan «) 
dans un espace C à N — i dimensions. 

La valeur absolue des coordonnées homogènes sera donnée 
par les égalités 

, = ^, = -^e,a:=J^ej:, 

où les ei et ^'^ sont des constantes numériques arbitrairement 
choisies, une fois pour toutes. Un point situé sur le plan, 
dont l'équation est ^ex = o, aura ses coordonnées infinies. 
Le plan dont les coordonnées sont proportionnelles aux e,- 
sera nommé, pour ce motif, plan de l'infini. 

Pareillement, le point dont les coordonnées sont propor- 
lionnelles aux gi sera le point de l'infini. 

3" iJélémenl {x, u) sera la figure constituée par le point x 
et le plan u, en situation telle que 

autrement dit : i" le pointcst sur le plani 2" le plan passe par 
le point. 

Il y a dans Tespacc (£ 

éléments, car il y a 2N variables a:, et m,-, liées par les trois 
relations 



/i" On peut attribuer à un élément (x, u) des paramètres 
ou coordonnées, au nombre de 2N — !î. 
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On fera d'abord ^^ = ^^ = • • • =^?î-i = ^i ^> = i , a;© = ^.n ; 
puis on fera g^ = ... = g^_^ = g^ = o, g^.^ = - i et Ton 
définira Wy par la condition w = o. 

On posera enfin les égalités suivantes qui introduisent les 
2 N — 3 coordonnées non homogènes 

>a, |a = l, 2, ..., 2N — 3j, 

de l'élément (x, u) : 

^_£^_,_£X j;_, 2 N-2^ 

(o) ( _Jfy_ _. fl^-i _. «N 

^N-l-f/ I ^ Vil > 

^N - 1 — ^ ^y ^xN- n-y 

7 

Ces formules permettent de passer des X» aux Xi et W/, ou 
réciproquement. 

Si l'on possède les Xi et «/, on écrira 

Si l'on possède les >.«, on écrira 

j 

5^ Une variété ou multiplicité à 5 dimensions sera le lieu 
des éléments dont les coordonnées dépendent de ^ paramètres 
distincts ou sont liées par 2N — 3 — 5 équations distinctes. 
On supposera toujours ces équations algébriques et la variété 
sera elle-même algébrique. 

6° On verra dans le corps du Mémoire (G'^, troisième 
Partie) que le changement le plus général des coordonnées 
homogènes, dans l'espace C à N — - 1 dimensions, remplace 



I 

H 



VMfW'Ul (r, u) par Tchîmcnt (/, c) tel que 

y A[.r). f A' »[«] 

où A tm! tino iiialricc N-airc quelconque avec |A| :^ o. Les 
variuhh*H j\ ci u, Bout ce qu'on a appelé coniragrédientcs . 
DanN TeHpan* C, l'expression la plus générale de la dualité 
roMNiMte {\ p«*rmut(*r ./-^ et i/,. (]ela revient à transformer les 
él«»rn<MitH par K; procédé des polaires réciproques, la qua- 

driffui* de. hani* étant V^' == o. 

7*' Une forme l)i-.\-airey ( M, CC ordre m et de classe 

tn\ Hera uiui/orrnc mixte ^ si les x, et a, sont les coordonnées 
d^in élément, c\!Ht-à-dire liées par les relations 



(D r o, »ro=: //n^^: I. 



Dans la deuxième Partie de ce Mémoire je donne les expli- 
cations détaillées sur les règles du calcul, en ce qui concerne 
les formes mixtes. 

8** Le lieu des éléments (x, u) tels que/ f j = o est 

un connexe d^ordre m et de classe m\ IJ* intersection de 
No connexes j variété ù 2N ~ 3 - No dimensions j, 

/i = o, ..., /n, = o» 
sera le lieu des 

éléments communs aux N© connexes. 

En coordonnées X», Téquation du connexe 

sera, en vertu des relations (o) du 4^, 






^J^y-l-hJ 



/ =r I, :î, . . ., N — 2. 
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9** Considérons deux éléments infiniment voisins (a;, u) et 
{x -h dx^ u -+- du)^ les diflerentielles étant, bien entendu, 
liées par les relations 

du}z=i^^xdu -h ^ « da: ■=. o. 

Les deux éléments sont en situation réunie, si l'on a 

et, par conséquent, aussi ^^xda = o, ou réciproquement. 

En coordonnées X» du 4°? l«i situation réunie est exprimée 
par la relation 

. y = 1, 2, ..., N — 2 

io° Une variété est intégrale ^ si deux éléments infiniment 
voisins, pris à volonté sur la variété, sont toujours en situa- 
lion réunie. 

Parmi les variétés intégrales méritent une attention spé- 
ciale celles qui sont formées par les oo^''^ éléments, constitués 
par un point x (plan u) et les ao^* plans passant par a;(QC^""^ 
points situés sur u). 

En effet, si dUj = o ou dxi= o, on a bien la condition de 
situation réunie. 

jjo Prenons une variété \^, à R dimensions, où les 7<ol 
soient exprimées à l'aide de R paramètres arbitraires distincts 

On aura 

dkçii^-=: ^^Ky^gdtf^ Xaj= -TT-^ 

a = I, 2, . . . , 2N — 3, 



zK «iOKRALlTKS. 

Cl, BOUS le Jiétiélicf! <!<; la formule (o) du y", 

Conimc les /, sont des variables indépendantes, il vient 
finalement Ivs conditions nécessaires et suffisantes pour que 
la varicté © soit intéj^rale 

' ,1 = 1, a Et; J = i, a N -a) 

12** Supposons maintcnanl vp donnée par 

S^aN— 3 — H 
vnuations 

/.(i) o, .^,.a S. 

Il devra exister S + i quantités T et/)o telles que 



'«=Jp. iy = i,a N_a;o<»;aN-3;, 

s successivement 
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Identifions les coefficients des mêmes différentielles, il 
viendra 

(J (J 

(5 

Éliminant t, on aura 2N — 4 équations entre les S incon- 
nues p^ 

Les coefficients des/?<y forment un tableau à 2N — 4 lignes 
et à S colonnes. Gomme les inconnues p^j ne s'évanouissent 
pas toutes, le rang du tableau doit être inférieur à S et le 
tableau doit être incorrect. En effet 

2N~4 — S=:2N-4 — (2N-3 — R)=iR — 1^0, 

et Ton a plus d'équations que d'inconnues. 

i3^ Soit P une variété lieu des éléments (x^ u). 

Le pointa; décrira une Dariété ponctuelle X, le plan u par- 
courra une variété planaire U. 

Il va sans dire que, pour P donné, il existera des relations 
étroites entre les variétés X et U. 

On trouvera dans la troisième Partie, au Chapitre IV, un 
exemple de ces relations lorsque P est une certaine variété ^J? 
primordiale intégrale. 

i4^ Par analogie avec l'espace ordinaire les variétés à 
une dimension, ponctuelle et planaire, s'appelleront respecti- 
vement courbe et déi'eloppable. 
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I** Dans un espace tt à /i — i dimensions, on a défini la 



f ; — 



position j i = I, 2, 



• î 



n 



d'un point x^ par n coordon- 
nées homogènes ponctuelles 
Xi. La valeur absolue des Xi 
est définie par la relation 

I rr: Xq "^zz ^ ^ CiXi^ 
i 

où les ei sont des constantes 
numériques choisies arbitrai- 
rement une fois pour toutes, 
^^ = o sera le plan de Vin- 
fini, 



d'un plan w, par n coordon- 
nées homogènes planaires 
Ui. La valeur absolue des Ui 
est définie par la relation 

I — «0 = 2^1 ///, 

où les gi sont des constantes 
numériques choisies arbitrai- 
rement une fois pour toutes, 
w^ == o sera le point de Vin- 
fini. 



On supposera, bien entendu, quelconque la position du 
plan ou du point de l'infini. 

Il y aura, dans (K, qo"~"* points x^ ou plans u. 



'n I'KF.mi^:rk PARxir. — chapitre i. 

'/" l.'rUmeni (x^ a) est la figure consUtuée par un point 



if> 



_ ^w*r -- o ^j; E( r, u) 



if t'^\ %\\%' //; // passe par .z)..!! y aura évidemment, dans 
1 < *Y»%vt* C "a"' * él<*ïnents. 

}'' hoil une matrice w-aire 

|{<'poH/;ri** noiJH aux explications, données dans les Préli- 
fnitinin'n^ %\\v len matrices, les formes bilinéaires, les subsli- 
luliou< liri/'airi*H, ou collinéations. 

\t* nomuMM'ai vtnincju» linéaire % la figure lieu des élé— 
lo' uS% ^ / iU ) qui Hatinfont ^i la condition 

^'^ttU'ui > et [>, deux constantes quelconques. Les deux 
nDfin^t'H A et > A ♦• [xK fourniront évidemment le même 
éOfffi* *e liuéaiie Jl. 

Ou p/;UMa doue toujours admettre que l'équation caracté- 

,V. A| |;.K i/li: -X\|-|(p-|jl)E--X\| 

pz/i-///^' Hue nuiue uulle. Si la racine nulle n'est pas /z-uple, 
uu^' iHiU*' rariue pourra r»ncore être prise égale à l'unité. Il 
if*ittii p//u/ tout n'ia de choisir convenablement X et [jl. 

4" ' 'hU'fii I' et (^ deux matrices /i-aires, de détermi- 
Uiitii 1 if, ( )^f/'t ouH, sur les ./; (*t les w, les collinéations P et Q 

|>e fry<»tAme qui définit Ui connexe 51 

K(./', //) A(.r, a) — - o 
devient 
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Comme la situation réunie doit être conservée, on doit 

avoir 

Q'PzziR 

et, de là, 

Le changement de coordonnées ^ exprimé par la collinéa- 
tion P, se traduit donc, sur les équations du connexe, par ce 
fait que la matrice A est remplacée par la matrice sem- 
blable P-*AP. 

On ne considérera pas comme distincts deux connexes qui 
ne diffèrent que par Torientation. 

L'étude géométrique de J3l se ramène donc uniquement à 
celle de la structure de la matrice A ; on n'aura qu'à examiner 
quels sont les successifs du faisceau caractéristique 

pE— A. 

5** Soient un connexe 51 et A la matrice correspondante. Il 
sera, en vertu de ce qui précède, licite, sans changer la na- 
ture géométrique ou la conGguration de J3l, de remplacer A 
par une matrice quelconque A^, de même structure que A. 

Je choisirai bien entendu A,, aussi simple que possible. 

Soit le déterminant caractéristique de A 

décomjiosé en ses successifs, les racines a, 6, c, ... étant 
distinctes ou non. D'après M. Frobenius (II, p. 21), nous 
prendrons pour A^ une matrice telle que 

Ao(a7, u) =z a(j?iM,-f-. . .4- ^ol^^ol) + ^2«l-^- • • '-i-^aWa-i 

4- 6(j:'a-»-iWa-Hi-l-. . .-h ^a+p"a+p) H- ^a-+-t"fln-i -H. • • 



• . • . 



Ao a-t-elle la structure voulue? M. Frobenius n'en pro- 
duit pas la démonstration. Comme la question a une impor- 
tance capitale dans les présentes recherches, je vais déve- 
lopper cette démonstration avec quelque détail. 

Ann. de Lyon. — XÏII. 3 



1 
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■ La matrice n-aire 



lpr.-A| = (f_«)", 

lique (p —a)". 

ins la matrice A : 

ents situés sur la diagonale principale sont 

nts «;,y+( sont égaux à TLinité ; 
i éléments sont nuls. 

E — A) [x~\ = o se réduit aux « — i équa- 



t [aE — A| a le rang « - i ; les premiers 

-A I ne sont pas tous divisi!>les par p — a 

émontré. 

;st ce que M. Frobenius (II, p. i()) appelle 

•réductihlp, 

- Dans la matrice ii-aire 



A 


o 


» 


Jl 



{il —m)'''"" et wi-airc, c'csl-à-dirr à i 
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éléments, mSn^ est donné, pouivii que P„, ^ o, par la for- 
mule 



(r-t-5 = m; r^7.\ ^ = p), 



ou : 



A^ est un (^OL — ry^^^e j^iif^yiip^ /'-aire de A ; 
B, est un(J^ — ^yème jYiineur, 5-aire de B. 

Supposons que, pour former P^^, on ait emprunté : 

à A, /• lignes et r' colonnes ; 

à B, m — r lignes et m — r' colonnes. 

Je dis que r' = /•. Si r ^ r, on peut admettre /•' << r, sinon 
il suffirait de transposer les matrices. 

Si /•' << r, la matrice m-aire ^^t telle que P,„ = | $,^ j, s'écrit 



,j 



m — t 



j 



r 



m 



-r\ 



civ> 


O 


O 


ni, 



— ^ 



où X est un tableau c'i /• lignes et /•' colonnes, — 
On a 



P,,^^±Zô, 



où % est un déterminant r'-aire provenant du tableau cl>, tan- 
dis que j3 est le déterminant (m — -r')-aire, mineur complé- 
mentaire dans P„t du mineur J3l. Q contiendrait m — r lignes 
fournies par le tableau B et, par suite. 



m — /•' — {m — r) =r /• 



,.' 



lignes formées de zéros. On aurait P»,^^ o, ce qui est absurde. 
Donc /•' = r. 



[E PAHTIE. i:l!APlTRE r. 

eviont une matrice r-airc ; le tableau * 
n — r)-aire. Il vient simplement 

P™ = ±IA||UÎ,|. 

cur Af de A; [i&| est un mineur B, 

lé montré, 

'on a la matrice naire 



C o o 

o 



„, u4 que 

iule 

,C,-..; m = /■ + .? -!-(... 

sS?; tir^ ...) 
aire de la matrice 



G réduit à l'application réitérée du 
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OLi étant Tordre de a/. De plus, chacune des a^ aura la nature 
indiquée pour la matrice A au iemme I (6^), avec le même 
coefficient a pour toutes les a^. Posons 

A/=zpE— a,, 
introduisons la matrice n-aire Q et posons 



Q. 



A. 


o 


o 


o 


• • • 


O 


Al 


o 


o 


• • • 


o 





A, 


o 


• • • 


o 


o 


o 


A, 


• • • 


• 
• 
• 


• 
• 


« 
• 

• 


• 
• 
• 


• 
• 

• 



avec 



'ï=^a/r 



«0=*! = 



«A-l 



Nommons : 



Q;y, un w/^"'^ mineur de | Q |, déterminant (n — myaire^ 
X^^^^ un y/^"'^ m^ineur de \ A/|, déterminant (a^— qi)-aire, 

Tout Q;„, qui n'est pas^o, s'obtiendra, eu égard au co- 
rollaire du Iemme II, par la formule 



(0 






c'est-à-dire 

(2) 



/?i n: N ///, 0^m5/l, 0'iqi'l<'JLi, 
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l^osons / = p — a; on verra iniméditilcmcnt que : 

I. .C=|A.| = /«'; 

II. Parmi les d.J' \ où y/> o, un au moins n'est pas divi- 
sible par /. 

Tout cela résulte immédiatement du lemmc I. 

9" Faisons d'abord m^k. Alors il faudra, dans la for- 
mule (2) ci-dessus, choisir A' entiers, positifs ou nuls, Ç/ dont 
la somme soit m. Pour avoir, après s'être donné /w, tous 
les Q„,j il faudra faire ce choix des Çi de toutes les façons 
possibles. En particulier, puisque m^k, on pourra choisir 
tous les g^ positifs. 

Ayant égardàce qui a été dit au 8^, in JinCy nous pouvons 
remarquer que, pour ces V^ là, à çr^ tous positifs, chacun des 
facteurs d, peut être choisi tel qu'il n'est pas divisible par /. 
Le P„, considéré peut être choisi ainsi de manière à n'être 
pas divisible par t. 

Ainsi : 



.lenies 



Dans le déterminant Q^ = | Q |, le p. g. c. d. des m^^' 
mineurs V^^ polynômes en p, ne contient paSy pourm^k, 
le facteur t = p — a. 

10° Examinons maintenant les mineurs P,„ où m<^k. 
Rangeons les a/ en une suite non croissante 

et désignons par e„, la somme des k — m derniers a 

^m ^^^ Ot,„ -h a,,j_,_j -f- . . . -Ir ^k—\ . 

Pour former la somme [formule (2), 8*^] 
on devra prendre au plus m entiers q^ positifs et au moins 



FORMES TYPIQUES. 3g 

k — m entiers qi égaux à zéro. Or (formule I du 8**), pour 
qiz=z o, le facteur x se réduit à t^i. 

La somme de /r — m exposants a^ quelconques est égale ou 
supérieure à la somme e„^ des m — k derniers oli. 

Il en résulte que le V^ considéré est divisible par 



au moins. 



D'autre part, il existe des l\ où il vient effectivement 

un au moins de ces P;,^ là, convenablement choisi, est divi- 
sible par 

et non par 



e.„-^\ 



t 

Nous avons ainsi le résultat suivant : 

Dans le déterminant | Q |, le p. g. c. d. des m}^"'-^^ mineurs 
Q,„, pour m <^ A" , est divisible exactement par f«^\ 

D'ailleurs 



1 1** Ainsi le déterminant | Q | (8^) est la puissance /'* de /, 
où 

Al = eo = «0 "^ °^i "+" • • • "1" ^k-i- 

Le p. g. c. d. des premiers mineurs est divisible exactement 
par t^^j 

le p. g. c. d. des m}^^^^ mineurs est divisible exactement 
par r»» avec 

Enfin le p. g. c. d. des /f'^"^®» mineurs ne s'évanouit plus 
pour 



4o 
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Reprenons les matrices a/ du 8"^ et introduisons la niairice 
/i-aire P : 



P — 



ao 


o 


o 


o 


o 


o 


• • • 


o 


«1 


o 


o 


o 


o 


• • • 


o 


o 


ai 


o 





o 


• • • 


o 


o 


o 


»! 


o 





• % • 


• 
• 
• 


• 

• 

• 


• 
• 
• 


• 

• 
• 


• 


* 

• 





OnaQ = pE-P. 

Toute la discussion précédente se résume dans une propo- 
sition unique : 

Théorème. — P possède tes k successifs 

(p~a)«o, (p — a)«., ..., (p — a)«*-.. 

Les fondements de la présente démonstration (à partir 
du 6^) sont dus à Weierstrass (1). 

12® Construisons, par le procédé qui vient d'être expliqué 
pour P : 

Une matrice m-aire A telle que le déterminant | pE — A |, 
décomposé en ses facteurs successifs, soit 

|pE — A|=:(p — a)«o(p — a)«, . .. (p — a)«*-i; 

une matrice m^-aire B telle que, de même, 

I pE - B I == (p - 6)?o (p - 6)P. . . . (p — 6)P*.-., 



/i = /Tij -f- mj -h . . . , 



où a, bj c, ... sont des nombres inégaux quelconques, tandis 
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que les a, p, y, ... sont des entiers positifs arbitraires avec 



*o = 1 = • • • > 

Po= ?! = •••> 

To=Ti = ' • • • > 



La matrice û, n aire, 



i2=: 



A 


o 





• • « 


o 


B 


o 


• • • 


o 


o 


C 


• • • 


• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 



aura le type \ouIu, indiqué par M. Frobenius (5^) et possé- 
dera la structure voulue, car 



|pE— 0| = (p — a)«o ... (p — a)**-, (p — 6)Po ..., 



puisque 



|pE — 0|i=z|pE-A||pE — B| IpE — C| .... 



i3" Considérons le connexe J3l, ayant pour équatioti 
A(a;, u) = o. En vertu des explications précédentes, il sera 
licite, sans restreindre la généralité, d'attribuer à la matrice 
n-aire A l'expression simplifiée de M. Frobenius. 

Prenons le déterminant A = |pE — A| décomposé en ses 
successifs 

A = (p — a)«o... (p — a)a,_.(p__^)Po._ (p__^)pt'_, (p__c)Yo ..., 



n 



-+-...-+- a^.-i -+- Po -^- • • • H- P^'-i -l- ïo H- . • • > 



m=:ao-f-...4-aA._i, ni' = i^^Q-h . . .-h h'-i-» 
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On considérera toujours pour A Tcxpression 

«0 «1 «A-l Po 



a*-l 



?( 



tXfQ 


o 


• 

• 

• 


o 


o 


o 


• • • 


o 


ev)| 


• 
• 
• 


o 


o 


o 


• • • 


• • • 


• • • 


• 
• * • 

• 


• • • 


• • ■ 


• • • 


• • • 


o 


O 


• 
• 
• 


Xx_i 


o 


o 


• • • 


o 


o 


• 
• 
• 


o 


l»i>o 


o 


• • • 


• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
• 


• 
• 
■ 





où les matrices e.l>o, cl,,, ..., «.1.^-0 '^\>oy ••• respectivement 
a^,-aire, a, -aire, ..., a;t_|-aire, P(,-aire, ... sont les matrices 
partielles ou composantes de la matrice A. 

Les matrices Xo, X,, . . correspondent respectivement aux 

successifs (p — a)"», (p -^a)*i, Les k matrices X,,, ..., 

X)t-i constituent IViy^er^^^^/ème (a) afférent à la racine a de 
Téquation caractéristique (D 

A ru I p E — A I — o. 

14° Soit une matrice partielle quelconque L, X-aire, cor- 
respondant au successif (p — /)^. La matrice appartiendra à 
riiypersystcme afférent à la racine /de (D. 

En vertu de ce qui précède, on aura 



L=: 



/ 


I 





• • • 


• • • 








/ 


I 





• • • 











/ 


















• 







• 


• 


• 


• 


• 

• 


I 
















/ 



pE-L| = (p-/)> 



^ 
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et 

/=X y=X-l 

7=1 /=! 

Les 2 X variables 5,, ..., r^, ..., Z), (v,, ..., Wy, ...,iVx 
sont rangées dans un ordre bien défini. 

On pourra sans ambiguïté parler de la première^ ou de la 
dernière j des variables z ou iv. 

Introduisons le symbole x(*) ^^ ^^ 

il pour 5^o 
o pour 5 <[ o 

Posons L = /E -h A. On aura, pour la substitution A, 



et enfin 
pour r^X. 






A':=:0 



t5° Soient (p — a)°'«', ..., (p — a)*A-t les /r successifs 
fournis par la racine a de cD. Les a sont rangés en ordre non 
croissant 



ao>a,>.. Z^k-v 



Je rangerai dans un même échelon les successifs et les ma- 
trices partielles de Thypersystème (a) de a, qui ont même 
valeur pour l'exposant successif a. L'échelon sera la valeur 
commune de ces exposants. La suite des échelons ne peut 
évidemment être que décroissante. 

16'' Les notations du \[\^ sont fidèlement maintenues dans 
la suite et onr ne les rappellera plus. 



CHAPITRE II. 

POINTS ET FLANS FONDAMENTAUX, 
DISTINCTS OU CONFONDUS. 



l'j^ Soit un point x (plan u) de Tespacc (£. Les plans u 
(points x) qui avec ce point (ce plan) forment des éléments 
du connexe %, A (.r, a)r=o, sont fournis par deux équa- 
tions 

(i) o = E(j7; u) 

(2) oz=A(^;m) 

et sont ainsi au nombre de oc""^. 

Si les deux équations (i) et (2) ne sont pas distinctes, on 
aura, par^ définitioriy affaire à un point fondamental}, (^plan 
fondamental vj ). 

Un point fondamental ^ sera défini, si Ton pose 

par les conditions : 

p$,=zA,(î), ou P[?/] = o, 

oiiP = pE— Aetp désigne la valeur commune des rapports 
Pareillement un plan fondamental sera donné, pour 



I 

II 
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par prii= rX>i{ri), ou (pE — A')[y]/| = o, A'=: transposée 
deA(*). 

i8** Les /^ équations P[^,] = o, ou symboliquement 

doivent être compatibles; d'où 

(I) oz=|P|.= |pE-A|.= A. 

p est une racine de l'équation caractéristique (D de A. 

Faisons, par exemple, p = a et voyons comment les condi- 
tions (i) se traduisent sur une matrice partielle quelconque L 

(14°). 

?Al^ a^ |aE — L| = (a — /)^^o; les conditions 

A[2] = (aE — L)[3] — o 

donnent simplement ^y = o,y = i, 2, .. ., X. 
Si / = a, les conditions A [-s] = o deviennent 

o = 2jzir . . . = 5x; z, marbitr. 

19" En résumé : pour avoir tous les fondamentaux Ç^ 
fournis par la racine a de V équation caractéristique^ il 
faut et il suffit : 

I. Dans une matrice partielle n^ appartenant pas à Vhy- 
persystcme (a), d'annuler toutes les variables; 

II. Dans une matrice partielle appartenant à Vhyper- 
système («), d'annuler toutes les variables^ sauf la pre- 
mière; 

{}) Postérieurement à la rédaction du présent Mémoire, j'ai reconnu 
(iQoS) que la définition du point fondamental { pouvait être formulée autre- 
ment, de façon à se prêter mieux à une généralisation intéressante. Les 
conditions pJ/= A|(^) expriment une dépendance linéaire entre le point \ 
et son point-image A[^] par la collinéation A. La généralisation consiste à 
introduire une dépendance linéaire entre les h points Ç, A[Ç], ..., 
A''— *[Ç]. Je compte publier prochainement les résultats obtenus dans cet 
ordre d'idées. 
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III. D'attribuer toutes les valeurs possibles ^ non simul- 
tanément nulles y aux premières variables des matinées 
partielles appartenant à (a). 

Cette première variable de chaque matrice appartenant 
à (a) se nommera le paramètre fondamental afférent à la 
matrice considérée. 

La racine a donne A* successifs, k matrices partielles pour 
(a) et k paramétres fondamentaux. 

II y aura donc ac*~' points fondamentaux Ç^. Ces \a for- 
meront une variété S^ à A* — i dimensions, variété fonda- 
mentale. 

Particularisant tels ou tels panimétres fondamentaux, on 
définira, à volonté, dans S^, telles ou telles sous-variétés. 

Par exemple, on pourra annuler tous les paramètres 
fondamentaux, qui figurent dans les matrices des échelons 
( 1 5°) inférieurs à un échelon donné e. On aura, laissant arbi- 
traires les paramètres fondamentaux restants, une sous- 
variété bien définie, afférente à l'échelon e. 

20^ Les plans fondamentaux yj^, fournis par la racine a de (D, 
s'obtiennent exactement de la même façon, à une particula- 
rité près. Le rôle du paramètre fondamental est joué parles 
dernières variables des différentes matrices partielles appar- 
tenant à rhypersyslèmc (a). 

Il y aura encore k paramètres fondamentaux et une variété 
fondamentale H^, à A — i dimensions. On aura encore des 
sous-variétés afférentes à un échelon donné, etc. 

21^ Soit K = V A, V étendue à tous les successifs de la 

matrice /i-airc A, le nombre total des successifs et aussi 
celui des paramètres fondamentaux. 

Tous les points fondamentaux \ sont sur une même va- 
riété à K — I dinirnsion^. 

Pour avoii* les points fondamentaux ?^, fournis par la 



' 
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racine a, il faut et il suffit d^ annuler tous les paramètres 

fondamentaux ne provenant point de V hypersystème (^a). 

L'énoncé est le même pour les plans fondamentaux yj et yj^. 

22° Quelle est la disposition mutuelle des i et des yj? 

Soient a et 6 deux racines distinctes de cD. On s'assure aisé- 
ment que : tout plan fondamental yj^ passe par tout point 
fondamental E^. 

La relation mutuelle des Ç^ et des y]^ est un peu plus com- 
pliquée. 

Si l'hypersystème (a) ne contient pas de successifs simples, 
alors, dans chaque matrice partielle, la première et la der- 
nière variables sont différentes. Alors, comme on le voit de 
suite : tout plan yj^ passe par tout point ^^. 

S'il existe dans (a) un ou plusieurs successifs simples, alors 
dans les matrices partielles correspondantes il n'y a qu'une 
seule variable. Cette dernière est paramètre fondamental 
aussi bien pour les y]^ que pour les ^^. Le résultat précédent 
ne subsiste plus. Pour un ^^ donné il n'y a plus que certains 
y]^ qui passent par ce point. Il faut annuler encore les para- 
mètres fondamentaux qui proviennent des successifs simples. 

2*^** Reprenons (i8°) la relation symbolique 

qui définit les ^^. Introduisons les n quantités 

ou, symboliquement, P[.r]. Pour p — « et x = ^^, les B^ ont 
un zéro commun. 

24^ Égalons Xi et p à des fonctions holomorphcs d'une 
variable /, en posant 

(o) < r. ., 

( p r= rt 4- /p' 4-... ' 
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de façon que, pour / = o, 

Quand / varie, à partir de | / 1 = o, dans les limites de con- 
verpfence des séries, le point x décrit un itinéraire W, pas- 
sant par le fondamental \. 

Je supposerai que le point $ est un point simple de KB. 
Autrement dit, la tangente en ^ à tO sera unique et bien 
déterminée; un au moins des \\ ne sera pas nul. Soit, par 
exemple, ^)^ o. Alors on aura 

En vertu de théories bien connues (Weierstrass, etc.), 
réqualion(r) en / n'aura, pour \yj\ et |/| assez petits, qu^une 
seule racine. Cette racine s'évanouit avec xj — ^j. 

Nous pouvons donc énoncer le résultat suivant : A une lya- 
leur du paramètre t correspond^ sur tW, un seul point jc. 
Réciproquement y pour un point Xy pris sur IP assez près 
de 5, on 11! obtient qu'une seule valeur de /, à module assez 
petit. 

Supposons, en particulier, p'^c^- Alors, pour / = o, 

p — a, Xi= ^/; enfin -~ = -7* Une au moins dû ces der- • 

nières n quantités est :^ o. Il est licite, sans rien changer 
aux résultats ci-dessus, de supposer que la variable t est pré- 
cisément p — a. Cela revient à faire, dans (o), p' = i, p^''^ = o 
pour r> I . 

25° Soit Q(a?,, ..., x,^; p) un polynôme en Xi et p qui 
devient une fonction tn(t) sous le bénéfice des formules (o) 
du 2^j*^. Supposons que gt possède en / = o un zéro K-uple, 
c'est-à-dire que le développement de trr(/) débute par t^. Eu 
égard aux explications du 24^, il est licite de dire que la 
fonction Q possède, au point fondamental ^ et sur l'itiné- 
raire "Hm, K zéros confondus. 
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Prenons pour Q une quelconque des fonctions 

du 23**, qui deviennent gi{t). 

Si tous les Çi ont un zéro K-uple en ^ = o, on peut dire 
que le connexe 3i possède^ sur l'itinéraire lU, K points 
fondamentaux infiniment voisins du point Ç ou que Ç est 
un point fondamental K-uple du connexe ou qu'en $, 
K. points consécutifs de Vfi sont fondamentaux, etc. 

26** Je vais chercher à construire W, dans les conditions 
du 24*^ (^ point simple sur 1P), de façon à obtenir pour le fon- 
damental Ç un degré de multiplicité K, aussi élexé que pos- 
sible. 

Il faut évidemment et il suffit que, pour / = o, 

-^ = 0, r — Oy I, ..., K — I, 

avec un, au moins, des -j^ ^ o. 
27° Par simple différentiation on a 

HF ~^l~dFj ~^2Lsl{r-s)l ~dF ~dî^' 

r=:Oy I, . . ., K — I. 

Faisons / == o, il viendra p=z a^ x = ^a^^ (26°). 



.«=/• 



s = l 

Les équations Q considérées comme fournissant les incon- 
nues p', p", .,., p^^\ ..., p^'^^ sont compatibles par hypothèse. 
p^'*^ a pour coefficients les E/, avec ^^l^ «• On peut donc ex- 
primer p^'^^ à l'aide de p^'~'\ . . ., p", p', c'est-à-dire finalement 
à l'aide de p' seulement. 

Ann. de Lyon. — XIII. ,| 
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p' luMnêmc ost donne p<ir 

p' ne peut être zéro, dès qu'une des quantités Pfl[E/) est ^ o, 
ou, symboliquement, !*«[$'] ^o. 

28" L'équation symbolique 
exprime que les r points 

f f' f(#) t(r-l) 

sont situés sur la variété fondamentale B^ ('9^)9 aflerente à 
la racine a de l'équation caractéristique (D. L'itinéraire TU 
possède r points consécutifs sur S^. 

On peut évidemment rendre K (26^) aussi élevé qu'on 
voudra et même infini, en maintenant assez longtemps sur S^ 
l'itinéraire W. 

J'écarterai cette solution banale du problème posé au 26** 
et je supposerai que tu n'a en \ qu'ww ^^ttZpoint surH«. Alors 
(27®) il sera licite de faire 

P^[5']^o et p'p^o. 

Par suite (24**, in fine) j on peut poser simplement 

t ^=1 p — a 

et faire p''^ = o, pour ^ > i , p' = i . 
C'est ce qu'on admettra dorénavant. 

icf Alors, le système Q du 27.^ devient 

I o < /• < K ; / = 1 , 2 , . . . , n 

On en déduit, p<ir un calcul facile, 

^ o<r<K, o</<w 
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La formule (0) résout le problème du 26°. Voyons com- 
ment elle se traduit sur les X variables Zj^ \ o <Cy = À }, d'une 
composante X-airc L (i4*')' 

Définition. — L sera inactive ou active pouf^ un fonda- 
mental ^, suwant que le paramètre fondamental Z seray 
pour ^ et pour L, nul ou différent de zéro. 

So** Soient ^y les valeurs des Zj pour le fondamental ^«. On 
aura évidemment (14** et 19**) 

c, = zx(i-y). 

Posons 

5y= Çy + /?;-+-.. .4- —C/^ + . . .. 

On a (i4°) L = /E -h A. Sur les Zj^ la substitution 

PaZ=aE — A 

se traduit par la substitution 

D=:(a — /)E — A. 

Les formules (0) deviennent 

(o)' i>iïr]-=(-o'-/-îZx(î-y). 

Si L appartient à l'hypersystème (a), D = — A. 
Eu égard à l'expression de A'* donnée au 1 4** et après départ 
de (— i)'', il vient alors 

(o) îr.Vz(^-y-r) = /-!Zx(i-y), /•<K. 

3i° Supposons d'abord la matrice L étrangère à Thy- 
persystème (a) qui fournit le fondamental^. L est forcément 
inactive, Z =: o. Alors |D| = (a — h^^o et (o)' fournit 
immédiatement X,^p = o pour r< K et J^y^ = arbitraire pour 
r ^ K. La portion de l'itinéraire 1U, afférente à la matrice F^, 
résultera donc des formules 

(o) Zjr=z i^^j(t)^ ' ^y= développement arbitraire. 
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On profitera de ce que les ^j(t) sont arbitraires pour les 
bifler tous. Les Zj seront nuls sur toute la portion considérée 
de ritinéraire VÙ. 

La matrice L, étrangère à Thypersystème (a), ne nous 
renseignera pas sur la valeur de K. 

32** Prenons maintenant, dans Thypersystème (a), une 
composante L active Z^^o. Si, dans les formules (o) du 
(3o®), on faity = i , il vient 

(I) Ç/J,x(^-«-0 = r!Z. 

Comme Z :^ o, 

•/(X — I— r)^o 
et 

Mais (27®) r = o, I, 2, .. ., K — i; donc K^X. 

L'entier K ne peut dépasser l'ordre X d'une composante 
active et K est l'ordre minimum des composantes actives. 

Le fondamental \ étant connu, K s^en déduit sans ambi- 
guïté et est désormais considéré comme connu. 

33® Après avoir calculé K, nous construirons les séries 
du 3o°, 

A cet effet, exprimons que le développement en t de l'ex- 
pression (23®) 

débute par un terme en /*. I 

Pour les variables Zj de la composante X-aire 

L = aE-hA (140), 

de riiypersystème (a) considéré, les expressions B^ sont, 
puisque Çi — a = t^ 

yS\y{z)—tZj'-Zj^^lO^—i'-j), jy — 1,2, ...,Xj. 



iii 
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On a donc à construire les Zj(t) de façon à avoir 

(o) ift,,-(^)=z-^Vy(0; 

d'où, par un calcul facile, on lire 

Si K < X, on pourra faire y > K. Alors, pour un pareil j 
et dans la formule (i), le terme ZttJ'^* se fond dans le terme 
t^Fj. On écrira donc 

Mais, Z étant le paramètre fondamental, 

par suite 

(2) zj=ZtJ--^x(^-j)-^tJ^xi^-^j)-^t^^j. 

Sous le bénéfice des conditions (2), l'expression iiby du SS"" 
devient 

Les conditions (o), savoir ill,y(/) = /''(.. .), n'assujettissent 
à aucune relation les séries entières $y, 6, qui restent arbi- 
traires. 

On est finalement conduit à la formule 

( y ^^ 'î 2, . . ., À 

où les <fj(t) sont des séries entières en /, arbitraires, tandis 
que 

xy=y + (K-y)x(y~K). 

34** Tenons maintenant compte de la relation 

I 1= 0^0^=^^. ^i^n 
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qui donne les valeurs absolues des coordonnées ponctuelles 
homogènes. Se reportant au 24** [formule (o)], on devra 
avoir 

s>o. 

Nommons ey,y = i, 2, . . ., X, les coefficients e relatifs aux 
variables Zj de la matrice partielle X-aire L. On aura 

(4) ' = •^0=22*^^^'' 

où 1q premier V s'étend aux diverses matrices partielles, 

telles que L. 

Il est licite de choisir les Ci de façon que, dans chaque ma- 
trice telle que L, le premier coefficient e, soit seul différent 
de zéro. A la vérité, on relègue ainsi dans le plan de l'infini 
tous les points a;, pour lesquels chaque première variable Zy 
d'une matrice composante est zéro. Mais cela est sans incon- 
vénient pour Tétude des points fondamentaux. Pour un 
pareil point (19^), les diverses premières variables sont les 
valeurs des paramètres fondamentaux el ne s'évanouissent 
pas simultanément. 

II viendra 

pour le point fondamental considéré Ç^ lui-même. 

35*^ Satisfaisons maintenant à la condition Xq=zi pour un 
point de l'itinéraire 111. On devra avoir, par la formule (3) 
du 3:i^ 

Or déjà I = V £,Z. Il suffira de faire ç, = o. Les autres dé- 
veloppements ç ne sont assujettis, par le fait de a;o= i, à 
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aucune condition et restent arbitraires. On en profitera 
pour les biffer tous. 

Les formules (3) deviennent alors 

(5) ^y=r^y-iZx(K-y) jyzzz,,2, ...,x.j 

et donnent, sous forme définitive, la portion de l'itinéraire IW 
afTérente à la matrice composante L. 

La formule (5) du 35** s'applique de même, avec Z = o, à 
une composante inactive de l'hypersystème (a) et aussi (31**) 
à une composante L, non comprise dans l'hypersystème a. 

Cette formule (5) est absolument générale. 

36® La formule(5), appliquée aux diverses composantes L, 
définit une courbe unicursale de degré K — i . 

37® Toute la théorie précédente des fondamentaux con- 
fondus ou infiniment voisins se résume en une proposition 
unique. 

Théorème. — Soit $^ un point fondamental fourni par 
la racine a de V équation caractéristique O). ^ ^^ corres- 
pondent sans ambiguïté un entier K (^choisi dans la suite 
des exposants successif s a^, ..., a^.^) et une courbe uni- 
cursale Ck-i, <^^ degré K — i^ passant par ^a- If^y <^y ^^^ ^^ 
courbe y K points fondamentaux confondus en Ç^. 

38® Les plans fondamentaux confondus s'étudient par des 
procédés analogues. On a une proposition parallèle. 

Théorème. — A chaque plan fondamental y]^ corres- 
pondent sans ambiguïté un entier K' et une dé^eloppable 
de clause K' — i tangente à y]^. La développable est tan- 
gente à YJ plans fondamentaux^ confondus en y]^. 

39® Soient wp'y } y = i , 2, . . ., X j les X variables planaires 
afférentes à une matrice partielle X-aire L. Le paramètre fon- 
damental W est la valeur de la dernière variable w>\ (20®)- 



56 PREMIÈRE PARTIE. — CHAPITRE II. 

K' s^obtient en considérant les matrices L où, pour rj^, 
Wi^éo. 

La portion de la développable, qui correspond à la ma- 
triceL, s'obtient par des formules analogues aux formules(5) 
du 35®. Les X — K' premiers ip sont nuls, comme étaient 
nuls, au 35®, les X — K derniers z. 

4o® Il n'est pas inutile de vérifier a posteriori tous les ré- 
sultats précédents et de montrer que les développements 
en r (25®) 

débutent par un terme en t^. 

En ce qui concerne la composante X-aire L, l'expression, à 
considérer au lieu de qi^t)^ est (33®) 

iR,y (0 — ^-y — -y-Hj X(^ — ' —y )• 
Tenons compte de la formule (5) du 35®; il vient 

Si z = o, ifly = o. Si la composante est active, Z :^ o, l'en- 
tier K ne peut dépasser (82®) Tordre X de L. 

Faisons i^y = K — i. Les trois entiers X— i— y, K — i— y 
et K —y ne sont pas négatifs et ont leurs y^ égaux à l'unité. 

tZJy =: o, llî>j = o. 

Faisonsy = K. Alors K —y est nul, K.—j— 1 est négatif. 

Faisons enfin K -f- 1 <y ^ X. Les entiers K — y et K —j — i 
sont négatifs, leurs y^ sont nuls, trr, = o et iPoy = o. 

Un liiij nul peut être considéré comme divisible par t^. 
Donc, dans toutes les hypothèses, 

^!^^J = t^( ), i)î,K = ^^Z, 

Z = const. ^ o. 

C. Q. F. D. 



»ee»< 
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COURBES ^ ET DÉVELOPPABLES t) 



41** Considérons toujours le connexe J3l, ayant pour équa- 
tion 

A(a?, u) = o. 

Introduisons deux figures nouvelles qui se correspondent 
duallstiquement. 



Une courbe .% sera définie 
par la propriété suivante : la 
tangente au point x passe par 
le point dont les coordonnées 
sont proportionnelles à 



Une développable X9 sera 
définie par la propriété sui- 
vante : l'intersection du plan 
tangent u avec le plan tangent 
infiniment voisin est située 
sur le plan dont les coordon- 
nées sont proportionnelles à 

<^A (^, II) 



Xi{u)=: 



dxi 



42® Une courbe (développable) est, par définition, le lieu 
des points a; (plans u) dont les coordonnées sont fonctions 
à^une variable s. 

L'équation différentielle des courbes ^ sera 



(X) 



dxi 
ds 



^XiCL{s)-\~^{s)ki{x) 



Ki{x) — h.[xi^ — 



dA.{Xy u) 
dui 
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Celle des dévcloppables v sera 

-^= 11,^(5) 4- 8(5).^(«) 

On a supposé, d'ailleurs, la valeur absolue des coordon- 
nées Xi ou Ui fixée par les procédés du i**. De plus «(5), 
P(*), y(*), S(*) sont des fonctions de 5, encore inconnues, 
tout comme les fonctions x^Çs) et Ui(s) qui définiront <x ou o 

43° Simplifions d'abord l'équation différentielle X des X. 
Posons 

Il viendra 

Posons 

Il viendra simplement 

Ai(j) 

Posons 

Le système différentiel X s'écrira définitivement 

(Y) ^'=A,(j) = A[/,]. 

Posons de même 

avec 

73 zz: Wq e-^Y(*J''*, tèt^ =: const. , 

et 

dt=^ 0(5) <i5, 

il viendra 

(V) ^^•=.l,,(.)=:A'[.,]. 



COURBES ;X; ET DÉVELOPPABLES XD. Sg 

Passons à rintégration des systèmes différentiels Y et V. 
Cette intégration assurera la connaissance des courbes x> et 
des développables t). Si Ton a, en effet, en vertu de ladite 
intégration, 

X, s'obtiendra par les n équations 

/ \ *^l *^t ^n ï 



et XD s'obtiendra par les n équations 

(2) "• - 



sans qu'on ait à se préoccuper des fonctions a, p, y, S, 6, tzj 
de la variable s. 

44^ Voyons de quelle façon les relations (Y) se traduisent 
sur les X variables Zj de la matrice composante X-aire L, 
L = /E -h A, introduite au i4" (*)> savoir telle que 

Il viendra 

Posons 
alors, après départ de <?'', on aura simplement 

Alors, par un calcul simple, 

d''t' 



(^) Plus exactement, les^y désigneront celles des variables j^/ qui appar- 
tiennent à la matrice L. 
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et 

car 

A^=0 (i4*). 

Ensuite, puisque (i4^) J:}= A [^y] = X.j^, yÇk - i --y), 

r=X-t 

Ci= ^ Crt^=^ polynôme arbitraire en ^, de degré X — i z=ir^{t), 

r = 

On écrira, un peu autrement, 

r = X-l 

?(0= ^ <^r^> Cr=arbilr. 



r=o 



45® Pour obtenir la courbe ,x, il faut avoir égard à la con- 
dition 

i 

On choisira les coefficients e comme au 34**. Autrement 
dit, parmi les coefficients £y, relatifs à la matrice L, e, sera 
seul différent de zéro. Alors 

I zz: oTo =:= \^ Ej -Sj ; et Ton écrira \ e|e''<p(^) =: *, 

V s'é tendant aux diverses composantes. 

Gela posé, la portion de la courbe eX, afférente à la com- 
posante L, s'obtiendra par les formules que voici : 

iA.) zj— 
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46° La développable xd s'obtiendra par un procédé ana- 
logue. Viendront les formules que voici (voir 3g^) : 



^ne^'^in 



OÙ 



r=X-l 



+ (0= 2 ^'•TT' ^r=arbitr., 



r=l 



à condition que l'on ait 

jlesy étant analogues aux £ du 45**!? 2 s'étendant aux 
diverses composantes. 

47*^ Les courbes X (développables xd) ont, avec les points 
(plans) fondainentaux des relations étroites que nous allons 
étudier. 

Reprenons les équations différentielles du 4^° ' 

(X) ^:=^^.a(^) + P(^)A,(;r), 

ffft . 
(U) ^ = f^i^{s)^^{s)Xt{u). 

Supposons d'abord que le point x (plan u) n'est pas fon- 
damental. Alors sont distincts les deux points x et A[it?], ce 
dernier ayant les A/(a;) pour coordonnées. De même sont 
distincts les deux plans Met A'[£^], ce dernier ayant les x,(w) 
pour coordonnées. 

Les seconds membres des relations (X) ou (U) ne s'éva- 
nouissent pas simultanément. 

Par conséquent : 

L Par un point x de Vespace non fondamental passe 
une et une seule courbe .x. 

IL A un plan u de Vespace non fondamental est tan- 
gente une et une seule déçeloppable t). 
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48° Lemme. — Siy sur une courbe X {développable V))j 
le point (plan) courant tend vers un point fondamental Ç 
(plan fondamental yj), la variable t des formules (^) 
ou (t)) des 45* et 46® ne peut rester finie. 

Si / reste finie, on peut faire, sans restreindre la généralité, 
/ = o. Alors il vient, pour le point $, 

Zj — > 

pour le plan yj, 

r» . _! 



'''J~ 



^Xk^iP) 



et les dénominateurs ne peuvent s'évanouir qu'avec tous les 
numérateurs, puisque $ ou y] ont des coordonnées finies. 
Gomme les £, et y^ sont des constantes numériques quel- 
conques, il faudrait, dans cette éventualité, avoir, pour 
chaque matrice composante^ 

cp(o)r=^'(o)=r... = cp(X-.)(o)=o, 
.j;(0) = 4;'(o) =. . .= il^î^-») (O) =z O, 

c'est-à-dire 

cp(o = o, 4/(0 = 0, 

ce qui est évidemment absurde. 

Nommons donc $« et W^ les. constantes non nulles aux- 
quelles se réduisent, pour / = o, les deux dénominateurs $ 
et W de Zj et kvj. 

On devra avoir, eu égard aux théories du Chapitre II, 

CD (o) 

z^ =: '^ =z= Z 1=: paramètre fondamental, 

pour ç < 

^j= ' ^^ ■ ^O et <p(y-i)(o)zz:o; 

4.(0) 



n^z=i ■^^~- = W = paramètre fondamental, 
pour Tj 



^^^0 



n'j^^^—^ =0 et 4.(W)(o)^o. 
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Delà 

<p(/) z=z 4>oZ = const., iKO = ^oW = consl. 

Alors les formules (;x;) et (t)) deviennent 

A»J — J %Vj 

avec (i 4°) j(^(^)=: G ou I suivant que 5<^o ou s^o. 

Soit (/) riiypersystème qui correspond à la racine / de 
l'équation caractéristique. Les paramètres fondamentaux, 
qui définissent le point fondamental $ ou le plan fonda- 
mental Y), sont nuls pour toutes les composantes qui n'appar- 
tiennent pointa (/), si Ton suppose (ce que nous ferons pour 
fixer les idées) que $ et y] sont fournis par la racine /. 

Les sommes dénominateurs 

ne comprennent plus que des composantes actives, Z ^ o ou 
W :^ o,quî appartiennent forcément à l'hypersystème (/) et 
l'exponentielle <?'' vient en facteur. Cette exponentielle dis- 
paraît haut et bas dans les fractions qui donnent zj et Wy. 

Alors Zj et iVj sont des constantes. La courbe eX (dévelop- 
pable t)) se réduit à un point (plan) fixe, qui est évidem- 
ment le point (plan) fondamental considéré. 

C'est là un cas tout particulier que nous excluons et le 
lemme est démontré ( * ). 

Il faut donc étudier ce qui se passe pour [/| = oo ou pour 
r* = o. 



(*) Peut-être est-il à propos d'expliquer que, clans le présent Chapitre, 
e'^ n'est pas la quantité e', élevée à la puissance d'exposant /. Suivant 
l'usage, e" est l'exponentielle, fonction uniforme : 






2 



s—0 



(ity 

s! 
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/l9" Voici le problème qui va nous occuper maintenant. 

I^ portion de la courbe «x., afférente à une composante L, 
d'ordre X, dépend des X paramètres arbitraires, qui sont les 
coefficients c^, c,, ..., cx«, du polynôme (f(t) (45**). Il y a, 
pour toutes les matrices composantes telles que L, de la ma- 
trice A, /i = VX pareils paramètres. La courbe ^x tout en- 
tière dépendra des n — i rapports de ces n paramètres. 

D'autre part, a; passe, par hypothèse, par un certain fon- 
damental $/ par exemple, fourni par la racine / de Téquation 
caractéristique. 

Enfin, dans le plan de la variable complexe /, t devient 
infini (ou /""* tend vers zéro) suivant un certain itinéraire m. 
Comme le point /"* = oest, pour la fonction exponentielle e', 
un point singulier essentiel, le choix de m n'est pas indiffé- 
rent. 

Tout cela posé, le problème proposé consistera à établir la 
dépendance mutuelle qui lie ensemble : 

Le fondamental H/; 

L'itinéraire m; 

luCS Ai — I paramètres, qui définissent la courbe e\;. 

5o° Dans la matrice L, le depjré effectif du polynôme 
ç»(/) (/p"") ne dépasse pas Tordre X de L diminué d'une 
unité, mais peut être moindre, pour une certaine courbe^.. 
Ce degré se nommera catégorie de la matrice L, pour la 
courbe a; considérée. 

5i° Reprenons les formules du 45° qui donnent la portion 
de la courbe «rv;, afférente à une matrice L. Ecrivons-les un 
peu autrement, savoir 

-1 * 



Dans la somme O mettons en évidence : 

1° Le coefficient t^ de la matrice L elle-même; 
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1^ Les coefficients e" et les polynômes /(/), analogues à 
(p(/), des matrices autres que L, mais appartenant au même 
hypersystème (/) que L; 

3** Les coefficients i\ et les polynômes F(/) qui appartien- 
nent à des matrices U des hypersystèmes (/'), /' ^ L 

On aura 
et 

Il faut chercher la limite, pour / = oc, des expressions z~-^ . 
Les divers polynômes tels que 9, f^ F, 9^~*\ . . . peuvent, 
dans le calcul des limites, être supposés réduits à leur terme, 
d'exposant maximum, en t. Tout se ramène donc au calcul de 

où p est entier réel, tandis que m est une constante complexe 
quelconque. 

62^ Mettons en évidence les arguments et les modules, 
posons 

t = Te'\ m = M «'>. mt = MTe'^^-V-,, 
Delà 

argç^ =zi px -+- MT sîn(T — [x). 

t dans son plan s'éloigne à l'infini suivant un itinéraire u>. La 
variable ç, dans son plan, décrit un itinéraire V. Considérons 
enfin la figure ci-après, où les flèches indiquent le sens po- 
sitif des axes. 

Oazn Tcos('ç — [jl), 
0|3 = Tsin(T — jx), 

Afin, de Lyon. — Xllf. j 



GG 
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On sait que, pour m et / réels, on a, quel que soit l'en- 
tier p fini, 

U = oc pour ml = H-.oc, 
U = o pour mt-=. — oc. 

Une discussion élémentaire conduit aux résultats suivants. 
Si 1D est tel que a s'éloigne à l'infini sur O M et dans le sens 
positif, I p I devient ao et û = oc. 

Fig. I. 




Si m est tel que a s'éloigne à l'infini dans le sens négatif, 
I V I tend vers zéro et û = o. 

Supposons que, pour un certain m, a tende vers a^^, à 
distance finie. Alors Oa^= lim Tcos(t — [x)etcos(T — (x) 
tend vers zéro; sin(T — fx) tend vers zhi; Tsin(T — (x) 
devient infini. | û | = oc, pour /? > o ; | û | = o, pour p <^o. 
Pour j9 = o, ]p| tend vers une limite finie, mais argp est 
infini. L'itinéraire V de p admet un cercle asymptote ayant 
son centre à l'origine. H est indéterminée tout en restant 
finie. 

l'^nfin il est complètement indéterminée, si, /s'éloignant à 
l'infini, les points a et ^ ne tendent vers aucune limite. 

Notons que, dans la discussion précédente, où m^i^^ 
£2 est nulle, infinie, indéterminée, mais jamais finie. 

Si l'on voulait avoir une Î2 finie et bien déterminée, diffé- 
rente de zéro, il faudrait faire 



/?l zziO 



el 



/> = 0. 



Alors p = const. 
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53** Soient : 
r,, P2? • • • des expressions, en nombre fini, du type r; 
g^j ^29 • • • des constantes numériques arbitraires; 
V l'expression 



9=^l<'!-^-^i^^ + • 



• • > 



u la limite de ti pour t = co. Nous admettrons comme évident 
l'énoncé suivant : 

Pour que ti soil infinie (ou indéterminée), il faut et il 
suffit qu\\ne au moins des p ait une limite infinie (ou indé- 
terminée^ aucune des autres n'étant infinie). 

Pour que ti soit zéro^ il faut et il suffit que chacune des p 
tende vers zéro. 

54** Nommons x la position limite du point courant x sur 
une courbe ^., quand / devient infinie ou t~^ nulle. 

Théorème. — x est toujours un fondamental, c'est-à-dire 
pour tout choix de l'itinéraire tp. 

La proposition devient évidente moyennant rétablissement 
de deux lemmes. 

Lemme premier. — Pour x et dans une matrice partielle 
quelconque L, la coordonnée zj, y > ï? ^^^ toujours zéro. 

En effet, écrivons (oi^) 









Si <p(/)^o, toutes les X variables Zj de L sont nulles tout 
le long de «x, et le lemme n'est pas infirmé. 

Si <p(/) ^ o, le quotient <p : ç^" *^ a le degré de son numé- 
rateur supérieur à celui de son dénominateur. Ce quotient a 
pour limite qo et il en est de même pour ^j' (53**), puisque 
les £,, e'^, £, , . . . sont des constantes numériques arbitraires. 
Ainsi Zj tend vers zéro. c. q. f. d. 
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Lemme second. — Soient L et L' deux composantes quel- 
conques, où, pour ï, les deux premières variables z^ et z\ 
ne sont pas nulles. L et L' appartiennent au même hyper- 
système (/) et ont même catégorie (5o°). 

Prenons, en effet, les équations de la courbe .x (45*') 

^1= — :^ — ' -1= — -^ 



Le quotient 

OÙ q et q' sont les catégories (So**), doit, pour / = oc, tendre 
vers une limite bien déterminée, ni nulle ni infinie. Cela 
exige (Si** in fine) /' — / = çr' — gr = o. Alors /' = /, les deux 
matrices appartiennent au même hypersystème ; les deux 
catégories sont égales. 

En résumé, pour le point 5, dans tous les hypersystèmes, 
sauf un, (/) par exemple, toutes les coordonnées sont nulles; 

Pour(/) lui-même, ne sont différentes de zéro que tout 
ou partie des premières coordonnées de chaque matrice. 

On reconnaît ainsi que le point x est fondamental. 

c. Q. F. D. 

55** 5 coïncide avec tel ou tel fondamental suivant le choix 
de l'itinéraire tu. 

Supposons que x coïncide avec le fondamental ^/, fourni 
par la racine / de l'équation caractéristique. Attribuons à E/, 
dans la matrice L de (/), le paramètre fondamental Z:^ o. 
Gomme les coordonnées de E/ sont connues, par hypothèse, 
on connaîtra ( 5 4*^) quelles sont celles des matrices de (/)qui 
ont même catégorie que L. Cela fera annuler déjà un certain 
nombre des paramètres c^ (44*^) qui figurent dans ces 
matrices-là. 

Soit maintenant dans l'hypersystème (/'), V^l^ la ma- 
trice L', dont la première variable z^ s'exprime, sur ,x, par 
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réquation 
tandis que 

pour la matrice L elle-même. Comme, pour / = qo, z^ tend 
vers Z(j le quotient z\:z^ doit tendre vers zéro, puisque z\ 
doit s'évanouir à la limite. Donc 

Si F(t) = Cfi-h...j (p(/) = c^H-..., Q et 5^ étant les 
catégories, il faut avoir 

puisque c^ o par hypothèse. 

Prenons un certain itinéraire tp. Les procédés du :)2'' 
donnent toujours la limite de 

Si cette limite n'est pas nulle, mais infinie ou indéter- 
minée, il suffira de faire C — o. Cela revient à abaisser con- 
venablement les catégories des composantes L', c'est-à-dire 
à annuler un certain nombre des paramètres arbitraires dont 
dépend «x; . 

56** En résumé, une discussion plus ou moins laborieuse, 
mais dépourvue de toute difficulté théorique, nous mettra 
toujours à même, grâce aux procédés du 52**, de considérer 
comme résolu le problème du 49^- 

Les formules du 45** représentent V intégrale générale du 
système des équations différentielles (X) (42**). Existe-t-il 
des courbes ^X, issues d'un point fondamental, et solutions 
singulières du système (X)? Cette supposition n'est pas 
absurde. 

Je n'ai pas cherché à élucider la question. Cela m'aurait 
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entraîné trop en dehors du cadre principal des présentes 
recherches sur les formes mixtes. Mais le problème est inté- 
ressant. Il devra être traité par les méthodes de M. Painlevé 
{Leçons sur la théorie analytique des équations différen- 
tielles. Paris, Hermann, 1897). 

57^ On traitera par une discussion tout à fait analogue à 
la précédente (48° à 55*^) le problème relatif aux rapports 
mutuels entre les plans fondamentaux et les développables t). 

On remarquera que les courbes -X, d'une part, les dévelop- 
pables X) d'autre part, sont la généralisation de ce que Glebsch 
a nommé, dans le plan, courbes de coïncidence principale T, 
pour le connexe linéaire JJL. 

En effet, dans le domaine ternaire /i = 3, la courbe T a, 
par définition, pour tangente, la droite u qui, avec le pointer, 
donne l'élément du connexe. Le point dont les coordonnées 
sont A/(a?) est sur la droite u et il vient l'équation (X) 
du 42^ 

dxi 



ds 



z= Xi'x{s) H- P(.ç) A/(j7). 



Ailleurs (VIII) j'ai étudié les relations, dans le domaine 
quaternaire /^ ^ 4j d^s courbes «x avec \' équation de Jacobi 
dans Vespace. Il ne serait pas difficile de généraliser ces 
théories pour n quelconque. Je le ferai peut-être dans un tra- 
vail ultérieur, plus spécialement consacré au Calcul intégral 
(équations aux dérivées partielles du premier ordre). 



■ B S a m i w 
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APPLICATIONS. 



58** Je me propose d'appliquer les méthodes générales qui 
ont été exposées dans les trois Chapitres précédents, à 
l'étude de quelques cas simples, où /i = 3, 4 ou 5. 

Le cas n = '5 est celui, bien connu, du connexe linéo- 
linéaire plan de Clebsch. Le cas /i — 4 a été traité par moi 
dans le Mémoire de Bruxelles (•), mais par des procédés 
relativement élémentaires et assez laborieux. Les procédés 
généraux actuels permettront d'abréger et d'alléger la dis- 
cussion. 

59** Prenons le déterminant caractéristique 

A(r)=:|rE— A| 

décomposé en ses facteurs successifs. On peut toujours (3^) 
admettre qu'une racine est zéro et qu'une autre racine esti. 
Alors on écrira 

(o) j 

Lemme. — Une racine de V équation caractéristique ne 
peut fournir plus de n — 1 successifs. 

Supposons, en effet, dans la formule (o) ci-dessus 

(*) VIII de rinde\ Bibliographique. 
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/•*>n — 2. Pour r = o, la matrice rE — A a ses premiers, 
seconds, ..., (/f — I )•*»•• mineurs tous nuls. La matrice A 
a le rang n — A', c'est-à-dire i ou o. Pour le rang zéro, A 
disparaît. Pour le rang i, aij = piqj*^ alors 



'j 



IjC connexe est décomposable. C'est un cas particulier, 
sans intérêt et que l'on exclura. 

Dans ce qui suit, k = n — 2, désignera le nombre maximum 
de successifs que peut fournir une racine de l'équation carac- 
téristique. 

Go*^ Je désignerai par 

?S'^ ou ï)/) 

les coordonnées du point fondamental ^/ ou du plan fonda- 
mental y]/, fourni par la racine /. 

Gi° Je nommerai X/ et U/ les points et plans tels que 

Xi^o ou w/3?z£o, 

les autres coordonnées étant nulles. La condition (i^) a?^, = i 

ou «0=1 donne 

I I 

Xi:=: — > lli ==: — • 

X/Ct U/ sont le sommet et la face opposés du n-èdre de ré- 
férence {n = 3, triangle de référence; n = [\^ tétraèdre de 
référence; .. .). 

6i° bis Pour /i = 3 ou Z^, je considérerai successivement : 

L'énumération des types; 

Les points fondamentaux; 

Les courbes C (Chapitre II) de degré K — i ; 

Les courbes cXr (Chapitre III). 

Le lecteur verra facilement, par dualité, ce qu'il en est des 
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plans fondamentaux, des développables t) (Chapitre III), des 

développables analogues aux courbes C 

Enfin k = n — 2 aura la signification indiquée au Sg**, 

in fine. 

/l m 3, k = i. 

G2** Il y a trois racines dont chacune ne fournit qu'un seul 
successif. 

Ënumération des types. 
On voit qu'il y a seulement trois types : 

I. \=ir{r — i) (r — a) 3 racines distinctes, 

II. i=r'(r — i) a » » 

III. z=z r' I racine triple. 

Ttpb. a. A(;r, m). 

000 
I. (010) a^iouo Mj.rj-4- awjj72 

00a 

o I o 

II. ( o o o ) M,J7jH- MjiCj 

o. o I 

010 
III. ( o o I ) Wia?j-f- M,j?3 

000 

Points fondamentaux. 
63^ Pour le type I, 

Î(«)=:X„ 5f»)=:X„ $^«)=:X3. 

Pour le type II, 
car Xi est la première variable de l'hypersystème (o). 
Pour le type III, 



1\ 
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Courbes C. 

64" Le type I n'en comporte pas, ni la racine simple du 
type II. 

La racine double nulle du type II donne la droite U, 

OÙ Z est le paramètre fondamental. H y a donc deux fonda- 
mentaux confondus en X sur la droite U,. 

La racine triple nulle du type III donne la conique C 



«Z*| £^y JC^^— C'-*^ 



J?j — — C £j^ *^ 9. """ **^ ï *^% ~~' ^* 



Il y a trois fondamentaux confondus en X^ sur cette 
conique. 

Courbes eX. 

Type. 



I. 


4>J7, Coj, 


M*J?j ^os^ > 


*^i Cose"*'; 


II. 


*^i — Coi-+-c„^; 


4>J7j C|,, 


<l>d7j e'co»; 




1 * t^ 


^J7, — C|-h c,/, 


4>^, — c,; 



m. 



J7 






coniques tangentes en X< à la conique C du même type, et 
surosculatrlces en X, à la conique fixe x\ — ix^ x^ = o. 



Fig. 2. 




U III 

Qfèndamental 





Il z=. 



4, 



A:=: 2, 



66*" Chaque racine distincte fournit un ou deux successifs- 
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Type. A(r)nr|rE — A |. Racines de Téqualion caractéristique. 

I. r{r — i)(r — a){r — b) quatre racines distinctes, o, i, «, b. 

II. r^{r — I ) ( /• — a) ï trois racines distinctes ; racine double 
111 r.r{r — i)(r — a) ] nulle; unité et a, racines simples. 

IV. r»(r— 1)« 



V. r.r(r — i)* 

VI. r./-(r— i)(r — 1) 



\ deux, racines distinctes, dont chacune 
( double. 

VII. r^{r — i) I deux, racines distinctes; racine triple 

VIII. r*.r{r — i) \ nulle; une racine simple, 

IX. /•* \ 

X. r^r ) une racine quadruple nulle. 

XI. r\r\ \ 

Voici maintenant la correspondance entre les numéros des 
types, soit (nouveaux) dans le présent travail, soit (anciens) 
dans mon Mémoire de Bruxelles (seconde Partie, Cha- 
pitres II et III). 

Types 
nouveau. ancien. 

I 1 

II II 

III VI 

IV III 

V vil 

VI VIII 

VII IV 

VIII IX 

IX V 

X Oublié 

XI X 

Ënumératidn des types. 

Typk. a. A(:r, II). 

quatre hypersystèmes 
1. I " I UiJCi-\- aUiX^-\- bjL\u^\ 



o o 




a^ b. 
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Type. A. A(;r, m), 

trois hypersjstèmes ; (o), avec ma- 
il. I t, O O U I ^^J^^ |,J„^J^^ 

Mi^j-H «sJ?i-h au^x^. 

trois hypersy sternes; (o), avec deux 

III. I w u o o j matrices d'ordre un 

deux hypersy sternes, chacun avec 

IV. j o o o o I matrice binaire 

Wl J^l-h M|^j-+- ttiJ?4-t- M4X4. 

deux hypersystèmes ; (o), avec deux 

V. ^ o o o o I matrices; (i), avec matrice binaire 

a,J7,-f- UiX^-\- «4 «4. 

les deux hypersystèmes ont chacun 
VI^ ^ o o o o I deux matrices 

«1^7, -t- «4 J?4. 

deux hypersystèmes; (o), avec ma- 

VII. j V w i 1/ j trice ternaire 

deux hypersystèmes; (o), avec deux 

VIII. I o o o o I matrices, dont une binaire 

hypersystème (o), contenant une ma- 

IX. I o o I o j trice partielle quaternaire 

«(.Tj-r u^x^-\- u^x^» 

hypersystème (o), contenant une 
matrice partielle ternaire et une 
^' I r. r. /% r» I matricc d'ordre un 

U i X^ — T" U 2 «373 . 
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Type. A. A(j7, u). 

hypersysième (o), avec deux ma- 
^j I o o o o I triées binaires 




68^ 



Points fondamentaux. 



Type I. 



U y a quatre fondamentaux, sommets du tétraèdre de 
référence S : 

5(<»rzx„ i^'^=x,, S^«^=:X„ i^'^=^x,. 

Type IL 
Trois fondamentaux aux sommets de S : 

Type 111. 

La racine zéro fournit comme fondamentaux les oo points 
de la droite x^= x^=^ o. 

Type IV. 

Type V. 

La racine zéro donne comme fondamentaux tous les 
x> points de la droite Xj = a;^ == o. 

Type Y1. 

La racine zéro donne les oo points de la droite x^^= x^ = o'^ 
la racine i donne les oo points de la droite x^ = X2 = o. 
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Type VIL 

Type VIII. 
$<*>= X4. La racine zéro fournit les ao points de la droite 

Type IX. 

^(•) — X 

Type X. 
Sont fondamentaux les qo points de la droite rcj = jTj = o. 

Type XI. 
Sont fondamentaux les x) points de la droite x^ = x^=: o. 

Courbes C. 

69° Ne donnent de courbes C que les successifs de A qui 
ont un exposant supérieur à l'unité. Voici ce que l'on trouve : 

Type II {racine double zéro), 

<£ est la droite x^^=x^ = o. Il y a sur cette droite deux 
fondamentaux confondus en X,. 

Type IV {racines doubles o et i). 

Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite C, 
x'j = x^ = o. Deux fondamentaux confondus en X, sur la 
droite x, = 0:2 = o. 

Type V {racine double 1). 

Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite 

%JU I ^^— *Mj n ^— \J m 

Type VII {racine triple zéro). 

Il y a trois fondamentaux confondus en X, sur la co- 
nique <£ 

c'est-à-dire 
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Type VIII {racine double zéro). 

Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite 

Type IX {racine quadruple zéro). 

Quatre fondamentaux confondus en X^ sur la cubique 
gauche C 

Type X {racine triple nulle). 

Trois fondamentaux confondus en X^ sur la conique C 
ou 

O ^^ "^4 ~~ **^ ^ ~~~ "^1 ^1 • 

Type XI {deux racines doubles nulles). 

Deux fondamentaux confondus en X, sur la droite C 
x^ = Xj^=.Q. Deux fondamentaux confondus en X, sur la 
droite <£ a;, = a^j = o. 

La conique C du type VII est tracée dans le plan U4. Elle 
a la forme schématique ci-dessous ; 

Fiff. 3. 




La cubique gauche C du type IX est tangente en X, à la 
droite X| X^; le plan osculateur en X^ est U4. 

70® Je représenterai ces diverses dispositions de points 
fondamentaux par des figures schématiques où 

O sera un point fondamental, 

= sera une droite de points fondamentaux. 
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Le tétraèdre G de référence sera uniformément indiqué 
comme ceci : 

FiK. 4. 




O point fondamental; 

= droite dont tous les points sont fondamentaux. 



Fig. 5. 






vn 




vin 







Courbes <^". 

-ji® Voici maintenant les formules qui donnent les 
courbes ^. dans les onze cas. 
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rri ^ . _ - Paramèlres 

arbitraires. 



«0 Po^' ÏO^' ^0^*' 



I 



IV. c^-hc,^ c-, e^{d^'\-d^t) e^d^ 



V- 3t^ po e'(Co-4-CiO e'c, 



VI. «0 Po To«' ^0^^^ 



«01 Po> 
ïo. ^0 

^o> ^n 
Toi % 

«01 Po- 
|0> "o 



^01 ^1» 
^01 ^1 

w O 

^oi h'oi 

^01 ^*1 

«01 Poj 
Voi ^0 



VII. Co+c,^H rCj/» c. + Cj/ c, ao^' ^' *' 

2Î C„ a„ 



VIII. Co4-C,/ Cj é/o «oé?' 



^0> ^l> 
^01 «0 



2 i Cj, «0 



XI. ^o-H^i^ C| d^-ï-dit di 






Pour les trois derniers types, les courbes è\; sont algé- 
briques et même unicursales. a; est une 

cubique gauche pour le type IX \ 
conique » » X >. 

[ droite » » XI ; 

On construira toutes ces courbes sans difficulté. 



Ann. de Lyon. — XI If. 
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n = 5, A 1= 3. 

^2? Je me bornerai à donner l'énumération des 24 types. 
La construction effective des matrices, fondamentaux, 
courbes <C et a;, ... est fort longue, sans présenter désormais 
aucune difficulté théorique. 

Chaque racine distincte de l'équation caractéristique donne 
jusqu'à trois successifs. Voici toutes les expressions possibles 
pour A(r) = | rE — A |. 

Cinq racines distinctes 

l. r{r — i)(/- — «)(/• — b){r — c). 

Quatre racines distinctes dont une double 

IL /•2(/-— 1) (/' — «)(/• — ^>), 

III. /•./•(/• — I) (/- — a) (r — b). 

Trois racines distinctes dont deux doubles 

IV. /•*(/• — !)*(/• — a), 

V. r.r{r — i)*(/' — «), 

VI. /•./•.(/• — !).(/• — i) (/• — a). 

Trois racines distinctes dont une triple 

VII. ,.3(r — i)(r — a), 

VIII. r'r(r — i){r — a), 

IX. r,r.r{r — i) {r — a). 

Deux racines distinctes : une quadruple et une simple 

X. ,.4(r~i), 

XI. r^/-(r-i), 

XII. /'-./'^Cr — 1), 

XIII. r-.r.rir — i). 
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Deux racines distinctes : une triple et une double 

XIV. H(/— i)S 

XV. /•^r(/• — i)S 

XVI. r.r.r{r-i)\ 

XVII. r^r — i){r — i), 

XVIII. /•-/'(/'— i)(r-i), 

XIX. r.r.r{r — i)(r — i). 

Racine quintuple : un ou deux successifs 

XX. /S 

XXI. rV, 

XXII. r'/». 

Racine quintuple : trois successifs 

XXIII. r^rr, 

XXIV. r^r-r. 

On trouve ainsi les vingt-quatre types annoncés. 

73** En comparant la discussion du présent Chapitre avec 
celle qui remplit les trois premiers Chapitres de la seconde 
Partie de mon Mémoire de Bruxelles, on voit quelle simplifi- 
cation introduisent dans la matière les successifs (Elemen- 
tartheiler de Weierstrass), c'est-à-dire les im^ariants pro- 
jecli/s d'un faisceau linéaire 

de matrices n-aires. 

Aucun géomètre, jusqu'à présent, à ma connaissance du 
moins, n'a construit les invariants projectifs du système 
linéaire de ao"*""* matrices /^-aires 

Aj Aj -j- Aj A2 -H . . . -\- K,ii ^f/i' 

Pour ce motif, il semble prématuré d'aborder la construc- 
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tion d'un système de plusieurs connexes linéaires, dans un 
espace à un nombre quelconque de dimensions. 

On n'aurait à sa disposition que les procédés qui figurent 
dans la seconde Partie de mon Mémoire de Bruxelles, aux 
Chapitres V à IX. Ces procédés, encore maniables sur le 
terrain quaternaire n = 4> deviendraient trop laborieux 
pour /* > 4- 

Dans cette première Partie, j'ai désigné le nombre des di- 
mensions de l'espace par n — i et non N — i. Je reprends 
dorénavant la notation N, car la lettre n a, dans la théorie 
des substitutions crémoniennes, une autre signification con- 
sacrée. 



>—* 



DEUXIÈME PARTIE. 



ALGÈBRE DES FORMES MIXTES. 



CHAPITRE I. 

GÉNÉRALITÉS. 



1° Rappelons d'abord les principes fondamentaux de 
rArithmétique et de l'Algèbre. 

On suivra le mode d'exposition et la terminologie de 
M.Kônig(IV). 

Soit (© un système comprenant des grandeurs ou termes 

en nombre fini ou infini. (D sera un domaine (Bereich). 

2° Soient a, et cn.^ deux termes pris à volonté dans le do- 
maine. 

Yi* Addition est une opération univoque qui fait corres- 
pondre à a, et a^ un troisième terme ag, ag = a, -f- aa. 

Comme nature intime, l'Addition pourra ne ressembler 
guère à l'addition ordinaire; mais elle suivra les mêmes lois, 
c'est-à-dire elle sera : 

comrautalive : Xj -|- ajt=: ag-t- «j ; 

associative : (a, + aj) H- a3r= a, -f- (aj-f- ag); 
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elle admettra une opération inverse, la Soustraction univoque 
et toujours possible. Enfin TAddition admettra un module 
(o, ou zéro) tel que a, -+- o = a,. 

3® De même la Multiplication sera une opération uni- 
voque qui fait correspondre à a, et a^ un troisième terme a,, 

OCj = 0C| 0C2* 

Comme nature intime, la Multiplication pourra ne pas 
beaucoup ressembler à la multiplication ordinaire; mais elle 
suivra les mêmes lois, c'est-à-dire elle sera 

commutalive : i^%^'=.aL^aL^\ 

associative: (a,a,)a,=iz aj(a,a3); 

distributive : («j-h a,)a3= ajaj-h «jas. 

La Multiplication admettra un module (i, ou unité 
absolue), tel que la, = a^. 

4° Par hypothèse, le domaine cô admettra une Addition et 
une Multiplication. De plus, la suite 

I, 1 -+ I, I -f- 1 -4- I, 

ne contient pas le zéro. Enfin l'équation a$ = p pourra, pour 
un choix approprié de termes a et p dans (£), ne pas admettre 
une solution ^ dans le domaine. 

(D sera alors un domaine holoïdc. Kônig emploie pour le 
désigner des crochets [(D]. 

5** Associons deux à deux les termes de [(î>], de façon à 
construire le symbole fraction 

a 

La Multiplication et TAddition des fractions se définissent 
par les formules 

p p' _ PP' P p' _ ap'-hPa' 



a a aa' a a' ai 



1 
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Les fractions - sont les termes d'un domaine orlhoïde (co ), 

que Kônig désigne par les parenthèses et qui comprend le 
domaine holoïde [(DJ. 

6** Dans [co], le terme a divise le terme y? s'il existe un 
terme p tel que y = a^. Tout diviseur de l'unité absolue (3**) 
sera une unité. Sera irr^éductible toute quantité divisible 
seulement par elle-même ou par les unités. 

Un terme de [ûo] est premier* si, divisant un produit a^, il 
divise forcément un au moins des facteurs a et ^. 

Tout facteur premier est irréductil)lc, mais la réciproque 
n^ est vraie qu^ exceptionnellement ^ c'est-à-dire pour les seuls 
domaines complets^ dont il va être question. 

7*^ Soient a et ^ deux termes quelconques de [{©] et S un 
troisième terme qui, s^il existe^ possède les propriétés sui- 
vantes : 

I. S divise a et ^; 

II. Tout diviseur commun à a et ^ divise aussi o. 

S se nommera le p. g. c. d. (plus grand commun diviseur) 
de a et ^. 

[cd] sera un domaine complet {vollstândig) si deux iermes 
quelconques du domaine ont toujours un p. g. c. d. 

Si [(D] est complet, tout facteur irréductible est aussi un 
facteur premier. 

8*^ Sont complets, par exemple, le domaine des nombres 
entiers naturels, le domaine des polynômes à un nombre quel- 
conque de variables indépendantes y 

Sont au contraire incomplets, par exemple : 

Le domaine des nombres a -hy ft, où a et ^ sont des entiers 
ordinaires, tandis quey- -h 5 = o; le domaine des polynômes 
à plusieurs variables, lorsque ces variables, au lieu d'être 
indépendantes, sont liées par des relations algébriques. 

Pour toutes explications et démonstrations, nous renver- 
rons au Livre de Kônig, notamment au Chapitre I. 
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cf Les théories et raisonnements habituels de rArithnmé- 
tique et de TAlgèbrc ne sont applicables qu'aux domaines 
complets. L'Algèbre des domaines incomplets, beaucoup 
plus compliquée, exige des notions nouvelles, quantités 
idéaleSy etc. (Konig, page 477). 

Quand on a aflFaire à un certain domaine, la question capi- 
tale est de savoir si ce domaine est complet, et aussi de savoir 
si ce domaine est bien défini {yvohldefiniert)^ c'est-à-dire 
si la construction du p. g. c. d. peut se faire par un nombre 
fini d'opérations d'une nature déterminée. 

Le problème principal du présent travail sera précisément 
de reconnaître si un certain domaine holoïde est complétât 
bien défini. 

Introduisons maintenant le premier des domaines que nous 
aurons à étudier. 

10^ Prenons deux systèmes de variables 

l ^^y» y = i,2, ..., N ) 

( «/, « = I,2, . .., W \ 

soit 



F 



m m' 



a\ u 



un polynôme homogène et de degré m par rapport aux Xj^ 
homogène et de degré m' par rapport aux W;. J'écrirai 




et je dirai que F est une forme ayant pour ordre m et pour 
classe m' , m et m' seront aussi les deux dimensions de la 
forme. Quand aucune ambiguïté n'est à craindre, on peut 
écrire plus simplement 

F 



m m' 



.T : u 



ou même 



F(w, m'), 
m et //// seront des entiers non négatifs. 
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1 1*^ Nommons E(N, N') le domaine des formes F. 

L'Addition (2") sera l'addition ordinaire, mais s'opérant 
exclusivement entre, formes de même ordre et de même 
classe, de façon que la somme soit encore une forme de 
l'ordre et de la classe donnés, suivant la formule 

La Multiplication (3^) sera la multiplication ordinaire 

F'(m, m') F"(/i, n') = F{m 4- n, m'-+- /i'). 

Les formes d'ordre nul et de classe nulle sont des con- 
stantes C. Si C = o, on a le zéro, module de l'Addition (2**). 
Si C = . , on a l'unité absolue, module de la Multiplica- 
tion (3«). 

Les coefficients des formes F sont des nombres, complexes 
ou réels, ordinaires quelconques. 

ï2** Le domaine E(N, N) est-il holoïde au sens du 4°? 
Oui, car l'équation à inconnue ^, par exemple, 

•*-! •» *^ 2> 

n'est satisfaite par aucune forme d'ordre un et de classe zéro. 

Le domaine est-il complet? On peut construire le p. g. c. d. 
D de deux formes F et G considérées comme polynômes aux 
N -f- N' variables indépendantes x et u. Seulement, il reste 
à prouver que D est lui-même une forme. 

Quoique la propriété soit presque évidente, voici une 
démonstration. 

i3'* Il suffira de montrer que le domaine E(N, N'), ou 
simplement E, est complet dès qu'est complet le domaine E, 
obtenu en se restreignant, dans E, aux formes où ne figure 
plus une des variables indépendantes, x^ par exemple. En 
effet, procédant ainsi de proche en proche, on arriverait aux 
domaines E(i,o) ou E(o, 1), c'est-à-dire aux formes x'I' 
ou u"'\ à une seule variable. Ces derniers domaines sont évi- 
demment complets. 
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i/j** Soient donc deux formes de K(Njj, NJ^), ou E, à N 
variables x et \^ variables i/, savoir : 



fC' ""') et gC" •'^■') 
\ x\ u J \x\ u J 



que Ton écrira (Kônig, p. 7 1) 

F=: AoJ7"»H-...+ A,a7"*-'-h. . .4- A,„, 
G = Bo.r« -h . . . -t- By J7« > -h ...-+- B„, 

(o) \ où 

/w5M, /i/N, /i.^//i, 

\i et By sont des formes du domaine E, (i3°). Pour mettre 
en évidence l'ordre et la classe de A, et de By, on écrira 

pour exprimer que A/ a M — /7i -h « pour ordre et M' pour 
classe, etc. 

On peut admettre que chacune des formes F et G, poly- 
nômes en x^ est primitive, c'est-à-dire que le p. g. c. d. des 
coefficients A ou B, termes du domaine E,, est une simple 
constante (forme d'ordre et de classe zéro), Y.n effet, si l'on 

avait 

F = aF, G = i5G', 

où F' et G' seraient des polynômes primitifs en x (tandis que 
51 et lu seraient des termes du domaine E,), alors, pour avoir 
le p. g. c. d. de F et G, il suffirait (Kônig, p. 90) de multiplier 
le p. g. c. d. de F' et G' par le p. g. c. d. de % et |J. Or le do- 
maine E, est complet par hypothèse et ce dernier p. g. c. d. 
existe toujours. 

On ne restreindra donc pas la généralité en faisant F et G 
primitives. 

i5*^ Conservons toutes les notations du i4". Essayons de 
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diviser F par G en les considérant toutes deux comme poly- 
nômes en X. On aura (Kônîg, p. 71) l'identité 

(i) B;'*-»+'F — GQ + R, 

où Q est un polynôme en x de degré m — /i, tandis que R 
est un polynôme en x de degré /i — i au plus. 
On écrira donc 



(2) q=2q- 



>fn—n—r >• 



^.«-«-, /• =: o, I , ...,/?! — n 



avec (Kônig, loc. cil.) 
et 

r' = r 

(3) Br-»+'A,= 2Q''B'-' = B'Q« + ï^'-Q' + --+ï*»Q'- 

Lemme. — 5/, pour r' <^ r, on a les conditions suivantes : 
1** Q/ est un terme rfe E^ ; 1^ on a 

_ j (m — /i) (N — /i) -h M — wj-f- r' 

(4) Qr — j (^^_^)j^,_^j^|, 

a/or5 ce^ conditions seront satisfaites aussi pour Q^.. 
En effet, comme (i4**) 

il vient 

__ I N — /t -h /' — /-'-H (m — n) (N — /t) -h M — m -h /•' 
V'" '•-'•'=1 N/_^(^_,j)l^/^IVl/ 

_ ( ( m — /i -h i) ( N — w ) -f- M — /?i H- r 
(m — /iH- i)N'h- M' 



Mais on a (i4'') 



, N — /i ) ( M — /i H- r 

'^»=^ .Y ' ^^= M' 
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Par conséquent les formes BJ[' '"^*A^ et Q/B^_/ ont même 
ordre et même classe. Cet ordre et cette classe sont indépen- 
dants de f . Donc, en vertu de réjjalité(3), Q^est un terme 
de E,. De l'égalité (3) on déduit immédiatement Tordre et 
la classe de Q^ qui satisfont à la relation (4). 

Los conditions du lemme sont satisfaites pour Q^, car Ton 
a, d'aprés(3), Qp= A„B;;'-"et 

( ( //i — /* ) ( IN — /i ) -h M — m 

^•~( (;w — /i)N'-f-M' 

(^est précisément la formule (^i), où Ton a fait r = o. 
Bref, pour toute valeur de /', J r = o, i , . . ., m — n\ : 

i" Q^ ^st un terme de E, ; 2" il vient 

C. Q. F. D. 

Alors 

L'expression Q = V Q^x'""" '^ est un terme de E et il vient 

/• 
successivement 

n — ( ( ''* — '0 ( N — /^ ) 4- M — /^ ) 



puis, comme i-r = ! ,,, > 



Oj 



( (m— 7i)(N — /i) + M - «H-N 
___\ (m — n -Hi)(N — /i)-+-M 

( (m — n-\-i) (i\ — - n) 4- M ) 
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Les deux expressions GQ et B^'~"^* F sont deux termes de E, 
avec même ordre et même classe. Il en est, en vertu de (i), 
de même pour R. 

i6^ La présente analyse se résume en Ténoncé suivant : 

Théorème. — Soient ¥ et G deux formes qui sont des 
termes du domaine E. Considérons ¥ et G comme des poly- 
nômes en X et supposons le degré m deV en x supérieur 
ou égal au degré n de G en x Divisons F par G; le reste 
de la dii^ision est encorde un terme de E. 

1 7** F et G envisagés comme polynômes à N -h N' variables 
indépendantes :z? et «^ admettent (12°) un p. g. c. d. D. levais 
montrer que D est aussi un terme du domaine E. 

Pour chercher D, on opère par l'algorithme d'Euclide 
(Kônig, p. 89). On divise F par G et Ton a un reste R, terme 
de E. On divise ensuite G par R et l'on a un reste R, et ainsi 
de suite, toujours traitant F, G, R, R,, R^, ... comme des 
polynômes en x. Les restes successifs sont des termes de E- Le 
p. g. c. d. D cherché est un de ces restes et D est un terme 
de E. 

En résumé, le domaine Edu 11^ est un domain complet. 

Pour être tout à fait exact, je dois ajouter que D est un des 
restes successifs, après que ce reste a été rendu primitif par le 
départ d'un facteur, terme du domaine E, (Kônig, p. 90); 
mais cette observation ne change rien au résultat. 

18° La discussion qui précède donne la façon de calculer le 
p. g. c. d. D de deux formes F et G, termes du domaine E. Ce 
dernier domaine est donc bien défini au sens du 9^. 



s 



CHAPITRE II. 
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19^ Dans un espace à iN — i dimensions, prenons les 
N variables : 



J7|, .rj, 



^s 



coordonnées homogènes 
d'un point Xj 



coordonnées homogènes 
d'un plan u. 



Le point x et le plan u seront supposés en situation réunie 
(plan passant par le point) et 



a> 



1=: N ux =z o ; 



xetu définiront un élément (x, u) de l'espace. 

20** On nommerR forme mixte une forme bi-N-aire (bibi- 
naire, pour N = 2; biternaire, pour N = 3; biquaternaire, 
pour N = 4; • • •)» homogène et de degré m par rapport aux 
X, homogène et de degré m' par rapport aux «, où les x et les 
u sont les coordonnées d'un élément, c'est-à-dire sont liées 
par là relation w = o. On désignera une forme mixte par 



m m' \ 
œ\ u ) 



où m est V ordre et m' la classe. Seulement les formes mixtes 
auront une différence importante d'avec les formes F d'un do- 



■-- — — faw 
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maine E(N, N) considéré au Chapitre précédent. Les 2N va- 
riables ne sont plus indépendantes, mais liées par la relation 
(0 = o. 

Ainsi toute forme mixte (et aussi le quotient de deux 
formes mixtes) sera une fonction de Vêlement géométrique 

(Xy u). 

21** Donnons-nous arbitrairement : 

Les N variables u ; 

Les N — I variables x^j x^, . . .-^ 

L'élément (x, u) est défini sans ambiguïté, tandis que la 
variable Xt se déduit de co = o par la formule 



X,=z 



«1 ''1 



Ainsi, en faisant parcourir à l^élérnent (,r, u) tout l'espace, on 
a le droit de considérer comme indépendantes les 2 N — i va- 

Cette remarque si simple est très importante pour la suite. 

Nommons F^'^ toute forme mixte où la variable x^ ne figure 
pas. En vertu de ce qui vient d'être dit, les F^*^ constituent 
un domaine complet E(N — i, N) considéré au Chap. L 

De là une proposition évidente : 

Lemme. — Toute forme F^'^, nulle pour un élément arbi- 
traire de Vespacey est identiquement nulle, c'est-à-dire a 
tous ses coefficients nuls. 



^ ni m 



22** TiiÉonÈME. — Si une forme mixte V ( \ est nulle 

pour un élément arbitraire de Vespace, F est divisible 
par (O. 

Considérons F comme un polynôme en x^ et co =1 u^x^ — X,, 
^ = — (wj^t^a-i- . . .), comme un binôme en x^. Divisons F par 
0) et soit R^*^le reste de la division, où x^ ne figure plus. R^*^ est 

d'ailleurs homogène en W|, w^, . . . et en x^? «^37 • • • c^^ vertu du 
théorème du i&^. 



1 
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On a donc ridenlilc 

Mais, par hypothèse et pour un élément arbitraire de l'es- 
pace, F = oeta) = o. Alors 11^'^:= o. Par suite (lemme du 21°) 
11^*^ est identiquement nul et il reste l'identité 

1/',", ne divisant pas (o, divise Q -— w^P et il reste 

\x\ u ) \x\ u) \ x\ u ) 

C. Q. F. D. 

Il va sans dire que, dans le présent théorème, l.i divisibilité 
du polynôme F par le polynôme (o est entendue aa sens 
ordinaire du mot. 

23^ Pour exprimer que la forme mixte F est divisible par co, 
on dira que F est congrue à zéro, suivant le module co. On 
écrira F ^ o ( mod to). 

Si deux formes mixtes A et B de même ordre et de même 
classe sont égales pour tout élément arbitraire de l'espace, je 
dirai qu'elles sonl équii^alenfesy ou bien indistinctes à Véqui- 
valence près. 

La condition nécessaire et suffisante d'équivalence est évi- 
demment 

B — A ^H o (mod eu), ou B := A (inod w), 

ou 

B — A H- to P, 

P étant encore une forme mixte. 

'2\^ Un connexe sera le lieu géométrique des éléments, 
dont les coordonnées annulent une forme mixte. 

Par conséquent, V algèbre des connexes (ou des formes 
mixtes) est l'algèbre des congruences suivant le module (o. 
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Dans Talgèbre des connexes, toutes les formules et toutes 
les propriétés doivent être perrnammtes^ c'est-à-dire sub- 
sister quand on remplace toute forme mixte par Tune quel- 
conque de ses équivalentes (28°). 

Sont bien entendu applicables aux congruences suivant 
le module co les théories générales données par M. Kônig 
sur les congruences (Chap. I, § 10; Chap. VII, VIII et IX). 

Comme le module des congruences sera toujours co, j'écri- 
rai souvent : B ^ A, au lieu de : B ^ A (mod (o). 

iS^ Je nommerai H le domaine des formes mixtes. L'Addi- 
tion (2**) et la Multiplication (3^) seront à V équivalence 
près (2,3^) l'addition et la multiplication ordinaires du 1 1**. 

Le zéro, module de l'Addition, sera toute forme mixte mul- 
tiple de (0 (22^). Cherchons quel est le module de la Multi- 
plication. Soient K( ^ ) ce module et A ( * * ] une forme 
mixte quelconque. On doit avoir 

a-hff = a, a'-h (j'zzz a', d'où ci^za'zzro. 

K est une constante. Nous verrons un peu plus bas (26°) que 
K = I . Donc la suite i,i4-i,i-f-i-f-i,...ne contient pas 
le zéro. Ainsi le domaine ù est holoïde^ à condition que nous 
démontrions (4**) que l'équation 

(o) a(' »>(« ^>b(P P' 

OÙ l'inconnue est la forme mixte X, n'est pas toujours réso- 
luble, quelles que soient A et B. 

On devra avoir évidemment ^ = ^ — a, ^' = P' — a'. Or il 
suffit de faire : a = i,a'=o, A = a;, ;P = 2, P'=o;^=i, 
^'=0; l^ = xl pour voir que l'équation (o) devient impos- 
sible. 

26** Théorème. — Soient deux formes mixtes A et B, 
avec A p^ o. Si AB r£z o, B Ef^ o. 

Ann, de Lyon — XIII. 
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Divisons A et B par le binôme a> en ar,. On aura (comme 

au 22°) 

' \x\ u) \ X \ « / \x\ u ) 

où Jîl^*^ et U^'^ sont des termes d'un domaine E(N — i, N) 

(21»). 

Ensuite 

Pour les formes mixtes sans a?,, la congruence (modcj) et 
l'égalité ne diffèrent pas, puisque les variables autres que x^ 
peuvent être envisagées comme indépendantes (21*^). Donc 
J3t^*)|5(*)== o. Or j3l^*^:^o, sans quoi (o diviserait A et l'on 
aurait A^^o, ce qui est contre l'hypothèse. Donc |5^*^=: o, 
(O divise B et BE^o(mod(o) c. q. f. d. 

Soit K une constante telle que KA^A, où d'ailleurs 
A ^ o. On aura (K — i)Ae^eo et K = i . Gela démontre 
(23°) que dans l'algèbre des connexes le module de la mul- 
tiplication est l'unité ordinaire. 

2"^° La forme mixte C( \^ J est divisible (modco) 
par la forme mixte A( ^ )> s'il existe dans le domaine d 



une forme mixte B ( '^ , ) telle que 

\x\ u J 



c ^ AB (modto). 

Une forme mixte est irréductible (modco) si elle n'est 
divisible (modco) que par elle-même ou par une constante. 

Un facteur, forme mixte, est premier (modw) si, divi- 
sant (modw) un produit de deux facteurs, il divise (modco) 
un des facteurs au moins. 
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28** Le but principal du présent travail est de rechercher 
si le domaine ù est complet , autrement dit de répondre à la 
question suivante (7**) : 

Soient A et B deux formes mixtes quelconques; existe-t-il 
une forme mixte D, qui, divisant (modw) A et B, soit elle- 
même divisible (modco) par tout diviseur (modco) commun 
à AetB? 

D sera le plus grand commun diviseur (modco) des deux 
formes A et B. 

2g^ Soient A, B, C, D quatre formes mixtes, avec les 
ordres a, [3, y S et les classes a', P', y', S'. Les deux fractions 

B D 

seront équivalentes ou congrues, suivant le module co, si 

B D 
Â==G' 

c'est-à-dire 

AD — BG = o. 

On supposera, bien entendu, toujours 

Une fraction pourra être équivalente à une forme mixte, 
si le dénominateur divise (modco) le numérateur. 

L'addition et la multiplication des fractions se feront, à 
l'équivalence près, par les règles ordinaires : 



B D 


AD-4-BC 


B D BD 


-h ^ ~ 


— • 




A^ G " 


AG ' 


A G AC 



toujours eu égard à (o). 

On pourra parler de réduire une fraction à sa plus 
simple expression seulement après qu'on aura montré que le 
domaine Ql est complet. 
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3o** Étudions d'un peu plus près la structure d'une forme 
mixte F, ayant Tordre m et la classe m'. 

Chaque terme de F s'obtient en multipliant par un coeffi- 
cient constant a une expression telle que 



m 



=2^y; ^'=^\^i' 



car sera V argument du terme dont a est le coefficient. 

Combien F a-t-il de termes? Un polynôme homogène, de 
degré m, à N variables a 

, . (m-hi) (m-H 2)...(m-f-N — i) 

^('^^'^ (N-:^ï)! 

termes. F contient donc 

cp(/n)cp(/n') 

termes. 

Nommons forme mixte générale d'ordre m et de classe m' 
et écrivons 

la forme mixte, où les (p(m)(p(m') coefficients a ont des 
valeurs arbitraires. 

On obtient toute forme mixte, ayant m pour ordre et m' 
pour classe, en attribuant aux coefficients a des valeurs parti- 
culières convenables. 

3j° L'équivalence amène naturellement à étudier, parmi 
les propriétés permanentes d'une forme, les invariants et 
aussi l'expression la plus simple sous laquelle la forme pourra 
être mise. 

C'est la matière dû Chapitre suivant. 



CHAPITRE III. 
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32" Soit la forme mixte générale (3o") 

p/m m' 

Exprimons que l'expression Fest^o(modw), c'est-à-dire 
divisible par (o. 

Un premier procédé consiste (22°) à diviser le polynôme F 
en x^ par le binôme w en a;, . On a, comme au 22**, 

les coefficients de Q et de R sont des fonctions linéaires et 
homogènes des a, à coefficients numériques et connus avec m 
et m'. 

Pour exprimer la divisibilité de F par (o, il faut égaler 
à zéro les coefficients de tous les termes du reste R, et de 
ceux des termes de Q, où l'argument (3o®) n'est pas divisible 
par u"^\ 

Cela fournit entre les ç(/^) ?(^^') (30**) coefficients r 
système KU de relations linéaires, homogènes, à coef^ nts 
numériques et connus, pour m et m' donnés. 

Soit a,, «2, . . ., aç(TO)9</»') un système de constantes tisfai- 
sant au système "lU. Le quotient F:(o = Q yu'l' s'eî- . duira 
sans ambiguïté. 

Nous allons maintenant résoudre le même problème par 
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une autre méthode. Le premier procédé a uniquement pour 
but de montrer que la division de F par w, si elle est pos- 
sible, est une opération uni\roque. 

33® La condition nécessaire et suffisante pour que o) 
divise F est celle-ci : on peut choisir les (p(m — i)(p(m' — i) 
coefficients b d'une forme Q(^; u\ b) d'ordre m — i et de 
classe m'— I de façon à avoir l'identité 

(o) ¥("' '"' \=J' •'iQf'"-' '"'-' ,V 
\x\ u\ a) \x\ u)^\ X \ M ; b) 

L'identification des deux membres de (o) donne les 
p(/?i)(p(m') relations 



a\ 



==^b^tx^ ] 



(0 { , "" h 

A = 1, 2, ..., cp(/?i)9(/n') 
fx=i, 2, ..., cp(m — i)<p(m'-- i) 

OÙ les l^^ sont des entiers nuls ou positifs, connus dès que m 
et m' sont donnes. 

Considérons le tableau L, à (p(m)ç(m') lignes et à 
{p(m — i)ç(m'— i) colonnes, constitué par les entiers /j|i.. 

Nommons 4^ le rang du tableau L; ^ ne peut dépasser 
9(m — i)9(m'— ï). 

Je dis que j^atteint effectivement son maximum 

cp(/n — 1) cp(m'--i). 

En effet, supposons qu'il en soit autrement. Dans les re- 
lations (i) on pourra, sans annuler tous les b^ annuler tous 
les a. La forme Q ne s'évanouirait pas, tandis que le pro- 
duit F=: (oQ s'évanouirait, ce qui est absurde. Ainsi : 

^~cp(m— i)cp(m'— i). 
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34*^ 4^ ayant la valeur ci-dessus indiquée, on peut numé- 
roter les a^ de façon que dans le tableau L (33*^) le détermi- 
nant obtenu en prenant les (p(m — i)<p(m'— i) premières 
lignes soit ^ o. Alors, dans le système (i) du 33**, on tirera 
les Z^jA, en fonction des a^^ des <p(m — i)^(p(m'— i) premières 
équations. On portera ces valeurs dans les 

01L(m, m') = <p(m)«p(m') — ^{m — i)cp(/?i'— ■ i) 

équations restantes et Ton aura les d\L(^m^ m') équations 
entre les a^ 

(2) I " 

|ji = i, 2, ..., ..., cp(/n — i)(p(m' — i) 
( a=:i, 2, ..., ..., OÏL (m, m!) 

Elles sont toutes distinctes, car le coefficient 

ne figure que dans Aa(a) = o. Les d^^ sont des nombres ra- 
tionnels parfaitement connus dès qu'on donne Tordre m et la 
classe m' de F. 

Ainsi : les OXlÇm, m') équations Aa(a) = o sont les con- 
ditions nécessaires et suffisantes pour que F soit divisible 
par (O. Elles sont le résultat de rélimination, entre les 
(p(m)(p(/n') équations (i) du 33**, des ^{rn — i)ç>(/7z' — i) 
inconnues b^. 

35** Les D\L(m, m') expressions A» sont les invariants 
de F. On verra plus bas (4o°) la raison de cette dénomination. 

On peut dire : pour qu'une forme Ff ) soit divi- 

sible par (O, il faut et il suffit que F ait tous ses inva- 
riants nuls. 

Des équations (2) du 34*^ on tire 

^9(/n-i)?(w'-i)+a = ^a(^) ~^^ ^ajx^(X) 
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et, portant dans F ces expressions des coefficients a, on a 
finalement 

(3) { « ^ 

a = I, 2, . . ., ^^(w, m'), 

lA=ii, 2, ..., ç(/n — i)(p(/n'— i), 

OÙ les $« et Q^ sont des formes à coefficients numériques et 
rationnels ; $« et Q'^ doivent être considérées comme connues 
dès que m et m' sont donnés. 

F est divisible par w dès que tous les invariants A» sont 
nuls, et cela quels que soient les a,A, notamment quand tous 
les aji sont nuls, sauf un. Donc Q|^ est divisible par (o, et il 
vient 

36° Simplifions les notations en écrivant simplement Ua 
pour désigner l'invariant Aa(rt). 
Toute forme F peut s'écrire 

a 

OÙ les «a sont les invariants, $« des formes données avec m 
et m' donnés, et P une forme quelconque. 
L'expression 

a 

sera la résiduelle de F; les $« sont les résiduelles élémen- 
taires pour l"* ordre m et la classe m'. 

On voit que 

F = F(niocrco). 

Dafs le domaine il (Chapitre II), une forme mixte F n'in- 
tervient (|ue par sa rc'siducllc, c'est-à-dire par ses invariants, 
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car les résiduelles élémentaires $« sont, pour m et m! donnés, 
les mêmes pour toutes les formes mixtes. 

37® Soit une forme mixte 

OÙ ^, e', ..., sont des constantes, et /, f\ ..., sont des 
formes de mêmes ordre et classe que F; alors l'invariant d'in- 
dice a pour F est évidemment 

«a? «a? • • • étant les invariants pour /, j^, 

Théorème. — Les 01l/(m, m') résiduelles élémentaires $« 
sont linéairement indépendantes. 

Supposons, en effet, que l'on ait 

a 

une au moins des constantes K^ étant :^ o. La forme 

a 

a les Ka pour invariants; F serait identiquement nulle, c'est- 
à-dire divisible par co, sans avoir tous ses invariants nuls. 
Cela est absurde (35^). 

38® Théorème. — Pour que deux formes mixtes, 
d'ordre m et de classe m', ¥ et G soient équivalentes, il 
faut et il suffit que les invariants soient égaux, ou que les 
résiduelles soient identiques. 

Soient, en effet. 



a a 



les deux résiduelles, où a^ et a» désignent les invariants. 
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On a 

F = F, G = G (modo») 



et 



G-F = G-Fz=2(aa-«a)*«=(G-F). 



Pour que G— F soit ^o (modo)), il faut et il suffît qu'elle 
ait tous ses invariants a»— ««(37'*) nuls, alors 

aa=aji et G = F. 

C. Q. F. D. 

39® Reprenons (34**) les 0lL(m, m') équations 

qui expriment que F est divisible par co. Il est indifférent 
d'écrire aussi 

a' 
a'z=:i, 2, . . ., on. (m, wi'), 

pourvu que la matrice [OFL(m, m')]-aire 

R=[/w] 
ait son déterminant 

R I ^ o, 



et définisse, par suite, une collinéation. 

11 en résulte que les invariants et les résiduelles élémen- 
taires nesonl définis qu!à une collinéation [01l/(m, m'^-aire 
près. Mais une fois celte collinéation choisie, les résiduelles 
élémentaires sont connues sans ambiguïté, et les invariants 
d'une forme mixte donnée deviennent calculables sans ambi- 
guïté. 

40° Dans l'espace, lieu de l'élément {x^ u) (19*^), effec- 
tuons sur les X une collinéation au changement de coor- 
données 

;' 
Uyj'=iy 2, ..., N), 
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OÙ la matrice N-aire 

S = [sjj>] 

a son déterminant 

Sl = i. 



Comme la situation réunie du point x et du plan u est un 
invariant, la coUinéation S se traduit sur les u par la coUi- 
néation 

inverse de la transposée de S. 
Il vient alors (32**) 

f('» '»' )=F(S[/];S'-«M; «)-#('" '"' ,)• 
On a évidemment (notations du 33°) 

«X = 51 P^^' «V 

( X, X'=i, 2, ..., f:i{m)t:^{m') 

ou symboliquement 

P étant la matrice [ç(m) (p(m')]-aire 

où les p^^' sont des fonctions connues des coefficients Sjj' de S. 
On peut exprimer (35**) tous les a^ à l'aide des a^^ 

I [X=:l, 2, ..., cp(/W — l)^(/n'— l)j, 

et des DlL(m, m') invariants Aa(a), où 

a = I, 2, . . ., on (m, m'). 

Eu égard aux égalités (o) ci-dessus, on pourra écrire 



(0 



a' lix 

a' HZ 1,2, ..., on (m, m') 
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Or F et ^sont simultanément divisibles par (o. Donc, si 
tous les Aa(a) sont nuls, tous les Aa(a') sont nuls aussi, et 
cela quels que soient les «j^, notamment quand tous les a^j^sont 
nuls, sauf un. Ainsi 

D'autre part, les Aa(a') ne peuvent être tous nuls que si 
tous les Aa(ût) le sont; donc, eu égard aux relations (i) 
et g(i\t,=^ o, on constate ceci : la matrice [ait (m, m')]-aire 

a son déterminant 

|H|^o, 

et il vient symboliquement 

• 

En résumé, tout changement de coordonnées se traduit 
sur les invariants j ou sur les résiduelles élémentaires^ par 
une certaine collinéation [oii(m, m')J-a/r^, ce qui (Sg®) 
peut être considéré comme indifférent. 

Ainsi la résidualité est une propriété projectile, et il en 
est de même pour les formations (linéaires, homogènes, à 
coefficients numériques) des coefficients de la forme mixte F, 
formations que Ton a nommées ini>ariants Aa(a). C'est la 
justification du nom d'invariants. 

/|i® Gomme application, construisons les résiduelles élé- 
mentaires dans quelques cas simples. 

Prenons d'abord une forme mixte F linéo-linéaire 



m = m' := I . 



Alors 



^{m) = cp(,) =: cp(//l') = ^^;^-^, z=: N, 



cp(/?i)çp(m') = N2 

(ainsi qu'on l'a vu au 3o*^); 

'f ( m — - 1 ) =:i cp ( /n' — I ) HZ cp (o ) = I 



^ 
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Alors (34«) 

ÙÏL{m, m') = «p(m)<p(/n') — «p(m — i)^(/n'— i)=;N*— I. 

Il y a N^ — ï invariants et autant de résiduelles élémen- 
taires. 
Soit 

F = ^CijUiû^j] 1 1, y := 1 , 2, . . . , N |, 
u 
On doit avoir 

ce qui introduit 

les N(N — i) invariants c/y, i^j\ 
les N — I invariants c,i — c//,.« p^i, 

c'est-à-dire bien N^ — i invariants. 
Les résiduelles élémentaires sont 

les N(N — i) expressions W/^y, î^j\ 

et 

les N — I expressions Xi 1/1 — ^1 W/. 

42^ Prenons le cas 

N = 2, m jzz 2, /w'=:i; tp(m) = m -h I ; 

<f(m)«p(m') = «p(2)^(i) = 3.2=i:6; 

<p(m — l) cp(/n' — l) !=:: 9(1) cp(o) =1 2; 

011 (m, m') — D\l{2, i)=:4. 

On peut écrire 
11 faut avoir 

G =:F — iu{^/, J^i 4- diXi) 

Les quatre résiduelles élémentaires sont 

W|tZ*j, £/jtZ*j, ''2*^1) '^l'^l'^j? 
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c'est-à-dire (en vertu de la relation 



ce sont 



<»•• <*•• T** t* If. T** 



43** On a vu que Ton peut écrire (36®) 

\x\ u ) \x\ U ) \ X\ Il ) 

où Fo est la résiduelle F de F. On peut appeler résiduelle 
d'ordre m et de classe m' toute expression 

a 

combinaison linéaircj homogène, à coefficients constants K^, 
des résiduelles élémentaires O. En effet, Xi„un est la résiduelle 
de la forme mixte, où les Ka sont les invariants. 

11 est évident que toute résiduelle divisible par co est 
identiquement nulle. 

Ainsi on écrira 

Mais, de même, 

P = «,„-,,, n'_, -h a)Q( 



^ ; u ' ' 



et ainsi de suite. Bref, il viendra la formule très importante 
pour la suite 

5 = o, I, . . . , iW, 

où SA est le plus petit des deux nombres m et m\ 

Ecrire F sous cette forme, ce sera ordonnerY par rapport 
aux puissances de oi. 
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Cette opération est univoque. Supposons en effet 

F = Ao -h w Al H- Cl)' Aj H- . . . = Bo 4- w B, -f- . . . . 

Il faut avoir 

Ao — Bo^o (modco). 

Mais Ao — Bq est une %f„m'j donc 

Ao— Bo=:o el Ao=Bc. 

Après départ du facteur co, on aura de même 

Aj — Bj^o (modto), 

et comme A, — B, est une Mm-i.m-n ^^ ^ encore 

44** On est maintenant à même de montrer que le domaine 
holoïde Cl est complet et bien défini. Ce sera l'objet du Cha- 
pitre suivant. 
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45** Posons 

ÎJ ZH iTj l/j -h j?3 1/3 -h . . . , 

de façon que 

ti>=:^jMi — C et 1/,^, ^ÎJ (modto). 

Désignons par P*^ une forme mixte où x^ ne figure pas. 
LesP*^ conslilueront un domaine complet E(N — i, N) au 
sens du Chapitre IL Nommons P**^ une forme mixte où ne 
figurent ni a?, ni w,. Les F^**^ constitueront un domaine 
complet E(N — i, N — i), au sens du Chapitre II (21**). 

Vis-à-vis des 2N — 2 variables x.2^ x^^ ..., ^2? ^s? • • •; 
qui figurent dans les F^**^, la formation <^ joue le même rôle 
que la formation w vis-à-vis. des 2N variables qui figurent 
dans une forme mixte F. 

On pourra donc, et d'une seule façon (43°), ordonner 
toute F^* *^ par rapport aux puissances de ^ et écrire 

les A^* '^ étant des résiduelles à 2N — 2 variables. 

Entre expressions F^*^ ou F^**\ toute congruence (modco) 
est une égalité ordinaire. Les F^*^ et les F^**\ appartenant 
aux domaines complets E(N — i, N) ou E(N — i, N — i), 
suivent les règles de l'Algèbre ordinaire. 

46^^ Soit F une forme mixte quelconque d'ordre m et de 
classe m'. 
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Je me propose d'étudier la divisibilité (modco) de F par m, , 
lequel est un facteur irréductible (modw). 

Mettons, dans F, m, en facteur dans les ternies où il 
figure. Il viendra 

F, ne contenant plus m, est un polynôme en x^ à coefficients 
du type F^**^ Chacun de ces coefficients peut être ordonné 
suivant les puissances de î^. Enfin on écrira 

F = «,(..,) -4- C(...) H- F', 

où les A sont des résiduelles du type F^* *L 

La formation F' est permanente (24**), car elle ne se mo- 
difie pas quand on ajoute à F l'expression 



0) 



K".:""'»-) - ".-.--t'". 



OÙ P est quelconque. 

47® Pour que u^ divise (modco) la forme mixte F, il faut 
et il suffit, par définition, que 

F =1 tti(. ..) -h (0 (...) = ;/j (...)-+- Ç(. . .). 

Si F' = 0, F est divisible (modco) par u^. Je dis que la con- 
dition suffisante est aussi nécessaire. 

Si, en effet, w, divise (modco) F, alors F = o dès que 
u^ = ïi = o, et cela quel que soit x^. Donc, pour J^ = o, on 

a(/|6°) 

o — p — p — 1 — • • • • 

Mais les A étant des résiduelles du type F^**\ ne peuvent 
être ^o (modQ qu'étant identiquement nulles. 

Ainsi : F' = o est la condition nécessaire et suffisante 
pour la divisibilité (mod co) de F par u^ . 

Ann. de Lyon, — XTIJ. 8 
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/jS*" Prenons, comme au /\6^j 

A =«,(. ..) -f-ï(...) + ^'y 
B :=z//,(...)-hC(...)-^B'; 

'» ^^^^ «X'*! /\p H— i37^ Ap_i -+- ... « 

B' = xîBy»^-h^î *By_V-f-..., 

deux formes mixtes dont aucune n'admet (modco) le divi- 
seur Ui : alors 

On aura 

AB = «,(..,) -h C(...) -h A'B^ 
A'B'=:a:P-^^A[,»*'By*)-f-^P-^^- ^...)-^.... 

Si Ton veut rendre AB divisible (mod w) par m, , il faut (47^) 
écrire que AB = o = A'B' pour w, = ^ = o. A'B' ne contient 
pas u^. Donc sont ^o (mod^) tous les coefficients des puis- 
sances de x^ dans A'B'; notamment Ap**^BJy**^^o (mod^). 

Orcelaexige(26«),ouA|,*'^ = o(mod!:)ouB;,**^=o(modO, 
c'est-à-dire Ap**^ = oou BJy**^ = o, ce qui n'est pas. Alors le 

facteur irréductible m^ ne peut diviser (mod eu) le produit AB, 

sans diviser (mod w) soit A, soit B. 

Nous pouvons ainsi formuler une importante proposition. 

Théorème. — Le fadeur u^ , qui est irréductible (modco), 
est aussi premier (^moàiii) (6**). 

49° Soit ay ^ ) une forme mixte du type F^*^ (c'est- 
à-dire sans x^ ) non divisible par u^ . 

Supposons que a soit divisible (modco) par u^ sans Têtre 
par u^^\ On dira que p est la catégorie de a. 

La catégorie est évidemment une propriété permanente. 
La recherche de la catégorie se fait sans difficulté ni ambi- 
guïté par la théorie qui vient d'être expliquée (46*^5 47^? 
48°). Si a est divisible par m, (modco), on écrira 
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si H, divise (modw) encore a,, on aura 

ai = «,a, et a~u\a^. 
et ainsi de suite. 

Le quotient (modo)) de a par «f sera une forme ir 
telle que 

d'oi'i 

M'—m'-\-p. 

A n'admet plus u, pour diviseur (modto), sinon la a 
serait supérieure à p. 

Se" Lii division (modw) de a par «f est une o|^ 
univoque (à l'équivalence près), car, si l'on avait à la 

il viendrait 

o^«î(V-A), 

et comme u,^o,A'=^A (mod (»)(26''). 

Prenons maintenant une forme mixte quelconque 



^(-> 



non divisible (mod w) par u, . 

Supposons que A, ordonnée par rapport aux pui 
décroissantes de x,, débute par la puissance x''^, p%n 

A— ^PK-+-,<-'L + .... 
K, L, . , . T= formes du ijpe F">, 

Si R est divisible par «,, K = u,M, on aura 

A ^ A. — lax';-' A = A — x^-' &{ii^^,— Z) = x^-' (. . .) - 

et ainsi de suite. Bref, eu égard à l'équivalence, on 
admettre que K n'est pas divisible par «,. Alors 

n';A — Kiu^.-v,)i-+Lii,(ii,j;,)P-'+.... 
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Mais('|>) 

(l 

a étant une forme du type F '^ D'ailleurs a n'est pas divisible 
par W|, puisque K ne l'est pas. 

Supposons que, par un procédé quelconque, on ait obtenu 
un entier y, non négatif, et une forme b^ du type P*\ non di- 
visible (mod eu) par ^/,, tels qu'on ait 

Il viendrait alors 

Si q^ py «< diviserait (modco) soit a, soit b. Donc p = q 
et a^b. Comme a elb sont du type F^*^, il vient a = b. 

En résumé, pour A donnée à l'équivalence près, l'entier p 
et l'expression a sont connus sans ambiguïté. 

a a évidemment m pour ordre, m'-\-p pour classe. 
jNommons/?' la catégorie de a. Il viendra à la fois [A étant le 
(juotient (modco) de a par w'J J 

ji'l A = <7 et uP^'J{ = a (49° ), 

c'est-à-dire 

Si p' ^ p^ il faudrait qu'une des deuxformesmixtes A et5L 
fut divisible (modco) par «,, ce qui est contre l'hypothèse. 

Ainsi, /?' = /? et A E^ Jjt. 

Pourra donnée, l'entier p et la forme A sont donc connus 
à l'équivalence près, p sera la catégorie indifTéremment soit 
de a, soit de A. 

5i** Nous pouvons donc énoncer la proposition que voici : 

Théorème. — A toute forme mixte A, ayant m pour 
ordre et m' pour classe, correspondent sans ambiguïté un 
entier non négatif a (la catégorie) et une forme a, du 
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typ»^ 1'"'", t<ill<' que u'A^^a (modw). a est d'or 
classe m' -h a.. 

Ucciproquement : Si l'on se donne a, ta ca. 
la forme A s'obtiennent sans ambiguïté^ à /'■ 
près. 

Il doit être spécifié : i" que A n'est pas divisi 
paru^ (^et alors a n'est pas divisible par tt,); -2' 
pas divisible par u, [et alors A n'est pas divisi 
par «,]. 

On désignera dans la suite : une forme mixti 
sihle ( mod 11)) par «,, parla majuscule latine A, f 
la catégorie, parla minuscule grecque a; la fc 
pondante du type F'", par la minuscule latine a. 

Sa" Théorème. — Pour que A divise (modw) 1 
il faut et il suffit que a divise c. 

I, La condition est nécessaire. ~- Kn effet, s' 
- forme li telle que C^ AB(moda)), 011 aura 

et 

«î^fc = ««+f>+ïC = «î-P-ïAB = u\ab. 

Comme a, b, c sont du type K'", il vient 



«, ne divise ni a, ni A, ni c. Donc y = « -H f( et e 

c. ( 

Il ne peut d'ailleurs arriver que B, quotient (; 
par A, soit divisible (modw) par u,, car alors 
aussi (modo») la forme C, ce qui est contre l'hyp 

II. La condition est suffsante. — Nommoi 
tient Ca. La forme mixte correspondante B n'( 
siljle (mod (o) par u, (Ôi"). On a encore 

rt = ««A, 6 = hPb, c:^ab = u\i: 
ab= H*^ 3 AU = «"[€. 
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Si a-i-|S>Y, 1/, divise (modw) la forme C, ce qui est 
contre l'hypothèse. 

Si Y>a-hP, M, doit être un diviseur (niod(o)du pro- 
duit AB. Or u^ ne divise (modo)) ni A, ni B ; i/, est un fac- 
leur premier (modoi) (48'*, in/inr). AB ne peut admettre w, 
pour diviseur (moda>). 

Bref Y = a-+- p et Ci£^ AB. c. q. f. d. 

La présente démonstration a un corollaire évident : la caté- 
gorie d^un produit est la somme des catégories des fac- 
teurs. 

Dans cet énoncé il est indifférent d'entendre, soit la multi- 
plication ordinaire pour les formes du type F^*^, soit la multi- 
plication (modot)) pour les formes mixtes. 

53° Soient A et B deux formes quelconques non divisibles 
(mod (o) par m, (5i", in fine). Nommons rf, de catégorie 8, 
le p. g. c. d. de a et de b. d existera toujours, puisque le do- 
maine constitué par les formes du type F^*^ est complet (45^). 
Je dis que la forme mixte D, telle que 

d^ u\ï) (modw), 

est le p. g. c. d. (modco) de A et de B. 

D'abord D, en vertu du théorème du 52*^, est un diviseur 
(modco) commun à A et à B, puisque d divise a et b. 

En second lieu, soit D', de catégorie o', un diviseur (modco) 
commun à A et B. Le facteur d\ tel que d'^u'^D'^ divise 
(théorème du 52°) a et 6, et aussi leur p. g. c. d. qui est d. 
Puisque d' divise rf, à son tour (théorème du 52°) D' divise 
(modco) la forme D. 

Ainsi D est le p. g. c. d. ( modco) des deux formes A et B. 

On écrira 
(i) A=DP, B = DQ. 

Multiplions maintenant A et B par u\ et w';^, X ^ [x, de façon 
à introduire les deux formes mixtes quelcon(jues 

L~ii\K el xMEzz/zJfB. 
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Je dis que L et M admettent A^u^D pour leur p. g. 
(modu). 

En effet, d'abord [formule (i)], 

L^u\Dl> et M^wf-^'uiDQ, 

et A divise (modœ) tant L que M. 

Soit, d'autre part, H^«JR un diviseur (modw) coni 
à L et à M; cela est tout à fait général, en prenant, éven 
lement, p = o. Soient 

«7S=L:H et H;ï = M:n. 
On aura 

L ^ u\ A = «'^"RS, M = wf B = «Î^-^KT. 
Alors 

P — ^ — = — ;j. — t, pV-; 
A = RS, H = KT. 

R, divisant (mod to) A et lî, divise (inodM) leur p, g. 
D et H divise A. On a 

a:H = m,-pG, G = D:R. 

54" On est maintenant à même d'énoncer la propos 
capitale de la présente théorie. 

Théorème. — Le domaine holoïde il des /ormes m 
est un domaine complet. 

Dans ii : 

Tout facteur irréductible est aussi un facteur premier 

Toute forme mixte est décomposable en un produi 
facteurs premiers, et cela d'une façon unique à l'équîval 
près; il y a des formes mixtes premières entre elles, i 
à-dire dont le p. g. c. d. est d'ordre et de classe nuls, oi 
constante; 

Une fraction (29°) est réductible à sa plus simple ex] 
sion ; 

Etc., etc. 

L'algèbre des /ormes mixtes suit les règles de t alg 
et de l'arilhmclique ordinaires. 
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Pour la démonstration de toutes ces propriétés, nous ren- 
»rrons au Livre de M. Kônig. 

55° On a dit (19") que, dans une forme mixte 



s Uj et j,-,- étaient les coordonnées d'un élément. On a lon- 
jement tenu compte de la relation oj = o, mais on n'a pas 
irlé des relations 

ni fixent, pour le point x et le plan «, la valeur absolue des 
)ordonnées homogènes x, et «,-. 

Cette omission aflecte-t-elle le théorème capital du 5^"? 

Il est aisé de voir que non. 

En effet, toutes les notions sur lesquelles s'appuie le théo- 
•me [équivalence, multiplication, division (modco), ...] se 
■solvent, en dernier ressort, en identilés ordinaires, où les 
sux membres sont des formes (non plus mixtes, mais à 2N 
irlables indépendantes x^- et «,) de même ordre et de même 
asse. Ces identités ne sont pas troublées quand on rem- 
lace x'i et «, respectivement par x\^^ ^x^ et u~ lu,, où p 
. Œ sont des quantités quelconques, ni nulles ni infinies. 

Il suffit de faire 

>ur satisfaire aux conditions 



ins changer l'élément (.f, u) ni porter atteinte au théorème 
j 54". 
Nous ne ferons donc plus mention des sujétions 



CHAPlTRIi V. 

DIVISEURS DUNE FORME MIXTE DONNÉE 



SG" Voici le problème qui va nous occuper : troi 
les diviseurs (modoi) d'une forme mixte donné 
faisant intervenir que les propriétés des invarian 
résiduelles élémentaires, expliquées au Chapitre 
on gardera les notations et la terminologie. 

Il suffira évidemment de résoudre ce problème 
poser (modw) la forme mixte C( 
produit de deux formes mixtes 

."C: "u) " «(". «> 
d'ordres et de classes donnés. 

5-" Soient «, p, ^ des indices prenant les valeurs 
jusqu'à respectivement 

3IL(m, m') pour a, 
3^(n, «') pour p, 

3n.(»n-«, m'+«') pour y- 

On désignera respectivement par 
^d, les résiduelles élémentaires d'ordre m et de cla^si 

i-, . . . „ . 

o. Le. iniaiiaiilsdeA; 
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De sorte que 

« P T 

A étant la résiduelle de A, etc. 
On a 

A = Â, B=eB, 
donc 

Les deux formes C et A B étant, par hypothèse, équiva- 
lentes ont même résiduelle et 

C=^c^ey = y^aa,b^'i^ (38o). 

L^expression (numériquement parfaitement connue avec 
les quatre entiers m, n, m\ n') Oa^p ^st une résiduelle 
Hw4-«,m'4-rt') d'ordre m -f- /i et de classe m' -\- n\ Donc 

OÙ les /'a^Y ^^^^ ^^^ nombres rationnels, parfaitement connus, 
dès qu'on possède m, n^ m' et n' . 
On doit donc avoir 

Y ap 

et comme les 0^ sont linéairement indépendants (^7**) 

(o) Cynz^fla^prapy. 

ap 

Telles sont les relations qui lient les invariants d'un pro- 
duit aux invariants des facteurs. 
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58" Introduisons des variables x^, jp, :^ et considéro 
système 

Envisageons enfin : 

Le tableau a: = || Xj,y || aux 3K.{/n + n, m'-i-n') colon 
désignées par le second indice y, et aux 3R.(m, n;') lignes 
signées parle premier indice a; 

Le tableau -7= |[ Yp^ |! aux3TL(m + n,m'-\-n') colo 
et aux lignes, au nombre de 3n.(«, «'), désignées par le 
mier indice p. 

Soient ifiefî! respectivement le nombre des combinai 
de 3IL(m -+- n, m' -h n') objets pris 3tL(m, m') à 3tu(/n, i 
ou pris 3IL(«, n') à 0R,(«, n'), 

-X fournira Jtt déterminants S(j)'), formes bomogcni 
de dimension 3iL(wi, m') enyp. g' fournira de même ÎJ d< 
minants, formes homogènes de degré S\i(n,n') en x^, 
Ton nommera H(,c). 

5(1° Lemhe. — Z^« expressions ^(y) n'ont aucun , 
commun, sauf, hicn entendu, y^ = o. 

Soit, en cn"et,y = /', c'esl-à-direyp= b^ un zéro comn 
Le système 



ide au moins une solution x^^ a^ où les «a ne sont 
tous nuls. Nommons A et B les formes mixtes qui admet 
les (la et les ip pour invariants. La forme mixte AB(mo 
aurait ses invariants donnés par la formule (5j°, in fuie) 
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On aurait donc deux formes mixtes A et H dont aucune ne 
serait : — o(niodw), tandis que l'on aurait AB^o, ce qui 
est absurde (2()°). 

De même, les H expressions H(x) n'ont aucun zéro com- 
mun, sauf, bien entendu, Xa^= <>• 

Il résulte de là que le système 

peut être impossible, mais ne sera jamais indéterminé pour 
aucun choix des données c^ el a^^. 

C'était à prévoir, car si C est divisible (modto) par A, le 
quotient B est unique et bien déterminé. 

(io** L'élimination des j^p entre les équations 
fournit un système Z de r relations du type 

(Z) Zp(j;.r)=iy^5yPpy— o lp = i, 2. ...,/•;, 

Y 

OÙ les P sont des expressions H(x). 

On remarquera que tous les zéros communs aux r expres- 
sions Zp(c;x) sont mobiles, pour c donné, avec c. Autrement, 
pour un pareil zéro commun, x = a, on aurait Zp(z; a) = <> 
pour ;: quelconque. Les H (a) seraient tous nuls, ce qui est 
absurde (Sq^). 

Gi*^ On est maintenant à même de chercher si une forme 
mixte donnée C, ayant m -^ n pour ordre et m-hn' pour 
classe, admet pour diviseur (modco) une forme mixte A 
d'ordre m et de classe m' donnés. 

Nommons c^ les invariants de G et Xa les invariants incon- 
nus du facteur inconnu A. 
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On posera i m média le ment (60" 

Z^(c;.r) = (p = 

Z peut n'avoir aucune solution, 
diviseur (modo)) ayant m pour 
Z peut posséder un nombre fini de ; 
distinctes ou confondues. Chacui 
un diviseur (modw) de C. En effel 

T 

cessera d'être impossible, sans jaii 
terminé. 

62" Je dis que le système Z ne p( 
une inlinité de solutions. Si, en el 
tisferait au système Z en posant x 
ramèties / restant arbitraires; a^ 
fonction algébrique des /. 

Nommons A, la forme, d'ordre 
pour invariants les expressions a, 
les /. On a 

C=«ÎP 

et, pour un certain clioiv dos /, 

les formes P et Q( n'admettant plus 
p et q, étant des formes du type F 
posei-a (îJo/r Cbapilre précédent), 



où CI est la catégorie commune à 1 
commune à Q, et g,. 

Par bypottiése A, est diviseur (r 
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divise P et ( ihéorème du .12'*) q^ divise/?. Cela subsiste quand 
les t varient dans de certains intervalles. Or p, polynôme 
aux 2N — 1 variables indépendantes j?2, x^^ ..., w,, «2, .. ., 
à coefficients donnés, n'admet pas de diviseur mobile avec 
les /. Donc q^^=q ne dépend pas des /. Alors (théorème 
du ji^) y^, Qf, ^^ sont connus sans ambiguïté et ne dépendent 
pas des /, ce qui est contre riiypothèse. 
La proposition est démontrée. 

G'i" En résumé, LoiUe forme mixte admet un nombre fini ^ 
qui peut être zérOy de dii^iseurs (modo)), qui aient une 
classe donnée et un ordre donné, 

La méthode qui vient d'être exposée permet effectivemenl, 
et après un nombre fini et limité d'opérations algébriques, de 
trouver tous les diviseurs (modco) d'une forme mixte F, de 
trouver les diviseurs de ces diviseurs et ainsi de suite. On 
dressera la liste de tous les diviseurs ou facteui's irréduc- 
tibles (modco) de F. On sait, d'ailleurs (le domaine ù des F 
étant complet), que tout facteur irréductible est aussi pre- 
mier (modo)). Le même raisonnement qu'en arithmétique 
élémentaire permettra d'écrire, sans ambiguïté, 

"-ni^'Cr;;')!'' <■"»""'• 

\ /W/a^^^ ordie de F, ^//ijŒ/^= classe de F, 

I i 

* 

OÙ les A/ sont les différents facteurs premiers (non équiva- 
lents) qui divisent (modo)) la forme F, chacun de ces fac- 
teurs n'étant défini qu'à l'équivalence près. Il sera loisible de 
remplacer chaque A, par sa résiduelle, laquelle est bien dé- 
terminée. 

Le plus grand commun diviseur (modco) de diverses 
formes, leur plus petit commun multiple (modco) s'obtien- 
dront par des procédés calqués sur ceux de l'arithmétique 
élémentaire. 
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6/\° En résumé, le domaine Cl tics formes mixtes e 
seulement complet, mais encore bien défini (9° et 1 8" 

Dorénavant, j'appliquerai aux formes mixtes les 
ordinaires du calcul algébrique, J'indiqneraîles congn 
(modoj) par le symbole habituel = de l'égalité. Sai 
contraire, 

A — B voudra dire A = B (mod.o). 



CHAPITUE VI. 



APPLICATIONS. 



65° Soit 



.1,= 






y — 1)2, . . . , /i , 



'y 



un tableau à m lignes et à /i colonnes, où les éléments a 
sont des formes mixtes. L'ordre (ou la classe) de a/y est la 
somme de deux entiers dont chacun ne dépend que d'un seul 
des deux indices i et y. 

Considérons r indices /', rangés en ordre croissant 

Les /• lignes correspondantes formeront une zone de lar- 
geur i\ De même r indicesy, rangés en ordre croissant 

détermineront une bande de largeur r. Il y aura 

©(m, /') = — r;^ -7 zones et o(n, /) bandes. 

^^ ' ' r\{ni — r)\ .v » ^ 

On numérotera les zones par un indice a. variant de i à 
(p(/;i, r), et les bandes par un indice p, variant de i àç(/z, r). 
L'intersection de la zone a avec la bande ^ définit un dé- 
terminant r-aire, A^p, mineur du tableau a,. Les A^p sont les 
éléments d'un tableau à î>(//^, r) lignes et ^(/i, r) colonnes, 

Aa^ a respectivement pour ordre et pour classe les exprès- 
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sions 

Aa4-M^, A;4-M^, 

Aa=: //,-+- X/,-f- . . . 4- X,,., iMp z= {Xy, 4- . • . -h fx,,., 

a;= x;,+ . . ., Mp= fx;,H- . . * -i- (i.;^. 

Ainsi, tant pour a/y que pour A^p, Tordre (ou la classe) est la 
somme de deux entiers dont chacun ne dépend que d'un seul 
des deux indices i ou y, a ou p. 

G6^ Admettons que le rang du tableau x soit r, autrement 
dit que les déterminants (r 4- i)-aires soient tous nuls, un 
au moins des déterminants /-aires étant 15?^ o. La zone 
(bande) d'indice a (ou p) sera actwc si elle contient au moins 
un déterminant r-aire, différent de zéro. La zone ou la bande 
sera inaclive dans le cas contraire. 

D'après un théorème bien connu (Frobenius, J. f. r. u. 
a, M. y t. 82, p. 240) : Le rang du tableau J3i sera un. Autre- 
ment dit : dans une même zone (ou bande), le rapport de 
deux déterminants d'indice p et P' (ou a et a') est le même 
quelle que soit la zone (ou bande) considérée. Ce rapport 
ne dépend que de ^ et P' (ou a et a'). 

67*^ En vertu de ce qui vient d'être dit, on pourra écrire 

successivement 

Agp __ Ag^p Agp' _ Agp;, 

et, par multiplication, 

Agp __ Ag^pAgp;^ ^ 
Aa'P' Ag^p'Ag'p;,* 



d'où 



Ag'ft' 



Fixons, une fois pour toutes, les indices a©, a', P', ^'^. On 
pourra écrire 

et dire que Agp est le produit de deux facteurs dont chacun 
ne dépend que d'un seul des deux indices a et p. 

Ann. de Lyon, — XIII. (j 



À 
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PaCt Qp sont des quotients de forme mixtes. Je dis plus, et 
que P« et Qp sont des formes mixtes, 

68** Réduisons, en effet, les Pg au même dénominateur, 
et mettons en évidence le p. g. c. d. des numérateurs. On 
écrira 

■a — TT"' 

OÙ les poi sont des formes mixtes premières entre elles, 
où p et p^ sont deux formes mixtes premières entre elles. 
De même 

et enfîn, K^ et Lp désignant des constantes arbitraires 

«3 Va / \ 3 / 



=/'7(2Ky.)(2Ly)- 



Les facteurs premiers de ^.^p ou V Ly changent tous avec 

le choix des constantes K ou L. En effet, si le facteur pre* 
mier et divise 

quels que soient les K, xs divise aussi & quand tous les K, 
sauf un, sont nuls, cor diviserait chacun des /?«, ce qui est ab- 
surde. 

Pq divise le second membre de l'égalité (o), sans pouvoir 
avoir aucun facteur premier commun ni avec p^ ni avec 

ni avec VLç'. Donc p^ divise q^q'= q'Po' De même p = p^q^ 

Aap— - — — —PPoL-qq^- 

/'oyo 

C'est ce qui était à démontrer, car on peut écrire 

^\ — p'P:*.^ Qp = q'q^' 
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69" En résumé, dans un tableau X de rang r, les 

déterminants r-aires A^p sont chacun le produit P^Qp 
deux /ormes mixtes dont chacune ne dépend que d 'un s< 
des deux indices a et p. 

Cette proposition nous sera très souvent utile, 

70" ConsidèroDs les m équations 

aux n inconnues Çy. H n'est ni plus, ni moins général 
prendre les r équations distinctes que l'on obtient en coi 
dérant une zone active quelconque d'indice a, par exem[ 
Complétons une matrice «-aire en écrivant au-dessous 
la zone active de r lignes, n — r lignes composées de qu: 
lités quelconques 

mais choisies, une fois pour toutes, de façon que le déteri 
nanl G de la matrice soit différent de zéro. Cela est tonjo 
possible puisque la zone est active. 

Frobenîus (/. c, p. 237) démontre que les valeurs les f 
générales des ^j sont données par la formule 

<■'' !'=2''-£> K,= co„„..rbi„. 

P 

Autrement dit, toute solution de (o) s'obtient en attribu 
aux constantes Kp des valeurs convenables. 

P« et Qp ayant le» significations expliquées ci-dessus, 
évidemment 

où les Gp(^) sont des polynômes homogènes en bpj, c\ 
à-dire les déterminants (n — /■)-aires du tableau ||6ayjj. 
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On peut donc écrire la formule (i)' ainsi 

(0 ( ^ dG i'^~'''^' '"' ^' 

^1** Examinons pareillement le système de n équations, 
à m inconnues 

On prendra encore, dans la table x = \\<^ij\\ une bande active 
de /• colonnes. On complétera une matrice m-aire en ajoutant 
m — r colonnes, dont les éléments C/^, ex = i , 2, . . ., m -— r 
auront été choisis de façon que le déterminant H de la ma- 
trice m-aire soit ^ o. Nommons ^ l'indice de la bande active. 
Il viendra 

IIr=Qp2PaHa(c), 

a 

les Ha(c) sont les déterminants (m — /•)-aires du tableau 

\\Ci<y\\\ 

ce sont des polynômes homogènes par rapport aux c/a avec le 
degré m — /'d'homogénéité. 

L'expression la plus générale des ^^ sera encore 

( y _Vî p ^^«(^^ 1 

L ^/-^i^ai « -^^ j L^- consl. arbitr., 
(0 <: ^ ôH (c\\ ^ = '^ 2, ...,m — /•, 

~2^'*2''^ àCi^ \ '^~'' 2,^..., q)(w, /•), 

72® On considérera aussi les équations 

y 

OÙ les tj sont des variables indépendantes. Il viendra, d'après 
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ce qui vient d'être expliqué, 



— ^\ ^iW ■ a 






dco 



fVra 



19. 



Les L<, sont des paramètres arbitraires. Des théories bien con- 
nues apprennent qu'il existe, entre les :;/, m — r relations dis- 
tinctes, linéaires et homogènes. Donc ces m — /• relations 
sont 



V. Vp 2lhl 



a := I , a, . . . , /?i — r. 



73** Dans le tableau x du 65^, de rang r, prenons un déter- 
minant r-aire S ^^^ o. On peut toujours faire 







Mf ^ t m m (l 



ir 



Ce /• I • • • Cl mf 



ri 



rr 



Pour que X ait le rang r, il faut et il suffit. qu'on ait (Fno- 
BENits, J.f. /•. u. a. M. y t. 82, p. 239), 



= 



rt I I ... tï| y âf|V 



Cl rx ... Cl Vf Cl 



r\ 



rr^ry 



0^1 . . . Cl^i'Cl^^ 



pour toutes les combinaisons 
___ . , d^indices ji et v, tels que 

r<fji^m; /•<v^/i. 



D'ailleurs si (jl ou v était ^r, le déterminant (r -4- i)-aire 
correspondant A s'évanouirait identiquement. 
Bref on a 



^/7 = 



C^^ I . . . Clfi CL\j 



• . 



. . 



ri • " • ^ l'f'^ l'j 



Ct/i ... Clff ci ij 



■=. O 



) y =r. I, 2, . .., « ) 



Développons A,y par rapport aux éléments de la (r 4- 1 )-ième 
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et dernière colonne. Il viendra 



s 



Les 3-^ ne dépendent pas de Findicey et l'on a la formule 



définitive 



(o) Qa^j^'^EuDj 



sy 



où Q, E„, Djg sont des formes mixtes. 
74** Posons 

( ii=i, 2, . . ., m; y =z I, 2, . . ., /i; 5zz: i, 2, ..., r ) 

Je dis que le tableau E à m lignes et r colonneSy ainsi 
que le tableau D à n lignes et r colonnes sont tous les deux 
corrects. 

Soit, en effet, A un déterminant r-aire de Jl, obtenu (65®) 
en prenant les lignes «,,«2, ...,if^et les colonnes y,, yj) •••lyV- 
On verra sans peine que, en vertu de la formule (o) du 7*3*', 

(i) dzQ'-ArzfCCK), 

où C est le déterminant r-aire de E obtenu en prenant les 
lignes i,, . .., «V? et (B est le déterminant r-aire de D obtenu 
en prenant les lignesy\, . . .,yV. 

Si tous les C étaient nuls, ou tous les (D étaient nuls, les A 
seraient également tous nuls; le rang de X serait inférieur 
à r. Gela établit la confection des tableaux E et D. 

D'après le théorème du 69**, on doit avoir, dans la for- 
mule (i) ci-dessus, 

C^ et (Do étant les mêmes pour tous les C ou pour tous les OD. 

Les formules du présent Chapitre auront leur emploi dans 
la Troisième Partie. 



TROISIÈME PARTIE. 



SUBSTITUTIONS CREMONIENNES 



CHAPITRE I. 

DÉFIINITION DES CRÉMONCENNIiS. 



i*^ Je me propose d'étendre au cas de N quelconque les 
résultats démontrés sur le terrain quaternaire, N = 4? dans 
la troisième Partie de mon Mémoire de Bruxelles. 

Plusieurs parties de la théorie nouvelle exigeront des dis- 
cussions nouvelles, que je produirai avec le détail nécessaire. 
Par contre, sur d'autres points, les cas N = 4 et N quel- 
conque se traitent presque textuellement de même. Aussi, 
pour ces explications, je serai extrêmement bref, renvoyant, 
aussi souvent que possible, à mon travail antérieur. Un 

renvoi tel que 

(Belge, i7<>), 

par exemple, désignera le n*^ 17 de la troisième Partie de 
mon Mémoire de Bruxelles (VIII de Tlndex bibliographique). 

1^ Prenons 4N formes mixtes U* = i, 2, . .., N 



(m m'\ 



n /i' 






I 



1\ \v \z\ ^v 



> 
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OÙ les ordres m, /i, /?, q et les classes m', n\ p\ q' sont des 
entiers nuls ou positifs. 
Posons, comme toujours, 

^0=2^^' To^^^'t"' ^^~^S\^ 

Supposons enfin que, sous le bénéfice de 



(D 



(5, ir) 3= > 5ir = o, 



on ait 



?i(Q; ^i ) _ -i 



4^,(0; T<) if 



?o(0;t,) 5<>' 


'I'.(0;t,)- 


il' 


0/(?; *) _ 3/ 


\i{it\ 4') _ 


W 


OoC?;*) 5,' 


T.o(?;'l') 


w 


7. çl- — 0. 


y 6-. = 


- 0. 



Seront alors définies sans ambiguïté une substitution bira 
tionnelle s 



s 




0,(5; if) 

^i{z\ ^v) 




z 


4/(«; il') 


et son inverse 








s-' — 




0,(5; iV) 

T,/(s; *v) 




0m 

II' 


0(c;iv) 
Ti(5; «') 



On aura identiquement 



^T'^^Fo), 2^^"Q^» 



autrement dit V expression co sera un invariant vis-à-vis de 
s et 5"'. 

Pour mettre en évidence les ordres /w, /i, p, y et les classes 
m\ n\ p'^ q\ on écrira aussi 



s =r 



m m 



n n 



P P 
7 7' 



,-t^//> P' ^n m'\ 
\q r/ n n' J 



DEt'IMTION DES CnEHOMENNES 



^i%iy; i-)=fii(y; r); «,^,(r;") '- 
Cliaciine des égalités 

sera unn conséquence de l'autre, et l'on pe 
menfs (x, u) et (y, c). On écrira 

(X,i') = sU:r,u)l (:r,«)=-.5-'[ 

et l'on dira que l'élément 

(j, <■) est Yimage par i de l'élémen 

4° Admettons enfin que. vis-à-vis de I 
DU S"', l'expression 

soit un invariant. Nous étudierons plus ioii 
tions algébriques de cette propriété. Alors s 
la situation réunie des éléments infinimer 
sont des substitutions biralionnelles de c 
dront, par déRnîlion, !e nom de xubst 
niennes {') (Beige, 5"). 

5" Soient deux crémoniennes 

Le produit s's sera, /jar déjinition, la sul 

(') Ne pas conroadre avec la sobstitution Cremoaa 
nologje, est une snbstitution birationnelle ponctuelle. 
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S S est aussi une crémonienne et les crémonienncs forment 
un groupey le groupe crémonien (pour la démonstration : 
Belge, 6**). 

6® Soit une matrice N-aire 

^ = [«/>]^ |A| = i iiVy = i,2, ..., N|. 

On vérifie immédiatement que la substitution 



est une crémonienne 



(. 



avec 



z 




A[«] 


w 


A'-»[«] 


m 

I 


o 


1 O 


O 


I 


o 1 


z 


A-'[;!] 


w 


t 


l'[iv] 



pour inverse (Belge, 7®). C'est le changement de coordon- 
nées le plus général. 

Pareillement, la substitution d'échange (Belge, 8**) 



e 



-1 



z w 
w z 



est une crémonienne 



(o I o l\ 
1010/ 



C'est la transformation par polaires réciproques^ la qua- 
drique de base étant V ^^ = o. 

7® Nous prendrons dorénavant pour coordonnées cou- 
rantes, non plus z et w^ mais x et m, et nous écrirons, comme 
algorithme des crémonienncs. 



s ■=. 



5-« = 



X 


ç(j?; u) 


/ m m' 




u 


\{x\ u) 


'\n n' 


X 


^(x] u) 


^(P P' 




il 


r,{x] u) 


"U 7' 





P p 

7 7 



:) 



m m 
n n 



I 



t 



UÉFIMTION DES CRKMOMCKNES. 



8" Il importe de préciser maintenant la notion de b 
tionnalité ou l'inversion d'une crémonienne (Belge, 9") 
Considérons les équations Ù 



au nombre de 2N + i, entre les 2N inconnues y, et p,, 1 
ment {x, u) étant momentanément fixé. 

Le système Q est compatible, puisqu^il existe déjî 
moins la solution 

j yi=fi{^; «):¥«(^; «), 

Le résultant du système Q, qui est une forme mixte e 
et «,, doit être divisible par to, et nul sous le bénéfic 
a> = n. 

Un élément (y, v) dont les coordonnées satisfont au 
tème ii sera une solution propre si {y, v) dépend à la _ 
du point x et du plan u, et si (y, c) parcourt Tespace 
entier quand (x, u) parcourt cet espace. 

Toute solution (y, c) qui ne répond pas aux condit 
précédentes est impropre. Il y a plusieurs façons d'être j 
une solution impropre. 

{y, f) peut ne dépendre que de x et rester fixe quar 
plan u tourne autour de x. 

{y, v) peut ne dépendre que de u et rester fixe quar 
parcourt le plan «. 

Enfin (y, f) peut être absolument fixe et avoir pour c 
données des constantes. 



irjo 
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J'admettrai que Q possède une et une seule solution 
propre. Elle sera forcément rationnelle et coïncidera avec la 
solution (o). La ratîonnalité sera une conséquence de Tuni- 
cité de la solution propre ( * ). 

Si la solution propre et unique est supposée exister tou- 
jours, les solutions impropres n'auront qu'une existence 
éventuelle. 

Remonter des formes ç,- et vp, (ou 0/ et y],) aux formes 0, 
et T]/ (ou Ç/ et'^/), ce^i faire l'inversion de la substitution s 
(ou s~^). D'après ce qui précède, l'inversion sera une opé- 
ration univoque. 

Il est donc indiflPérent de construire soit *, soit 5~* , puisque; 
chacune d'elles fournit l'autre sans ambiguïté. 

9" On ne considérera pas comme distinctes les crémo- 

niennes 

s et a6'b, 

où a et b sont ou des coUinéations (crémoniennes du type 
du 6°) ou des substitutions d'échange (6*^). Cela revient, en 
effet, à introduire dans l'espace des changements de coor- 
données ou la dualité. 
Soit (Belge, i3«) 



s = 



m 
n 



m' 
n' 



P 

sz 



p' 

y' 



S 



=( 



m 
n' 



m 
n 



-i-fp p' 
p p' 



m /n'\ 
n n' ) 



car 



{st)-^=ts-K 



(*) Il est à peine besoin de rappeler qu'un système d'équations algé- 
briques peut posséder une solution rationnelle, sans que cette solution soit 
unique. Par exemple, dans le cas le plus simple, prenons les deux équa- 
tions A = B = o 



S'il y a une racine commune, elle est rationnelle. Mais, si le p. g. c. d. des 
deux polynômes A et B est {x — c)Y, la solution deviendra y-uple, sans 
cesser d'être rationnelle. 
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Construire *"' et 5£, au lieu de 5, c'est donc effectuer, sur 
les huit entiers 

les permutations ou substitutions suivantes : 

a = {mp) {ni'p') (ng) (n'q*), a' = i, 
? = (mm'){nn')ipq){p'q'), ?«=!. 

Nommons F le groupe entre huit lettres dérivé de a et ^. 
On a 

Y = «P = (w^/i'/?') {pni'q'n), Y^= i ; 

r contient le sous-groupe Fq constitué parles puissances de y 
et permutable à toutes les substitutions de F. Ainsi F con- 
tient les huit substitutions 

Y =1 ( m^ ...)..., y' =: (//i/i' ) . . . , y' = ("^P' •••)•••> " = {f^^P) • • • » 
«Y = (m//i')..., 0L-(*=i{mq')...y aY'= (/w«)... . 

Donc, 5t /^o/^ a à faire une hypothèse sur un des huit 
entiers m, ..., y', il est indifférent de la faire sur n^ im- 
porte lequel des huit entiers. 

C'est une facilité dont j'userai constamment dans la suite. 

lo*^ On pent définir les éléments (x, u) et { y^ r) par 
leurs coordonnées non homogènes (Généralités, i^) X^ et uip 
respectivement }a, ^ = i, 2, . . ., 2N — 3j. Unecrémonienne^ 
se traduit par les relations 

où ^et d\L sont des fonctions rationnelles. 
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Les matrices (2N — 3) — aires 

ont leurs déterminants :^ o. 

En effet, le déterminant de [/pa] est le jacobien 

Si J est zéro, -les [x sont liées par une relation au moins. 
Alors, quand l'élément (a;, u) parcourt tout l'espace, l'élé- 
ment (^, v) ne parcourt pas tout l'espace, ce qui est ab- 
surde. 

De même pour le déterminant de la matrice [/Wap]. 

11^ On supposera, bien entendu, toujours les N formes 
mixtes 

?i, 'tô ^i ou 7),-, 

premières entre elles (modco). Sinon, on supprimerait le 
facteur commun, qui disparaît dans les quotients 

?i:?o, 'l'/I'l'oi ô/:0o, rii'.r,^, 

ce qui réduirait les entiers m, ...,?'• 
12** Il est indifférent d'écrire : 

f m — I ni' — i\ 

y-/ 5 ?n To ^i = forme mixte quelconque. 
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Alors les dérivées partielles s'accroissent : 



• • • • 






Toutes les propriétés où interviendront les dérivées par- 
tielles devront donc être permanentes, c'est-à-dire indépen- 
dantes du choix des a,, p,, y/, S,. 

i3® Pour abréger Técrilure, j'écrirai j t,y = i, 2, ..., N } ; 

J, _ #/ ai' — ^' 



CHAPITRE II. 



TABLEAUX CARACTÉRISTIQUES D'UNE CRÉMONIENNE. 



i4*^ Avec les diverses dérivées partielles (i3*^), 

?'7» ?'7> •••> "^'7» ^0 

et les quantités 

on forme plusieurs tableaux qui jouent un grand rôle dans la 
classification des crémoniennes. 

i5** Disposons sur une même ligne les 2N dérivées par- 
tielles d'une des 2N expressions Ç/ et ^/. La dernière et 
(2N4-iy*"* ligne contiendra les dérivées de to. Il viendra 
ainsi le tableau à 2N -h i lignes et à 2N colonnes 

? 9' 



fO' 


fo 


hj> 


^'u 


Uj, 


Xj 



On aura un tableau analogue 

e' \ 

a X 1 

16"* Dans les tableaux V ne conservons que la première ou 
la seconde moitié des 2N colonnes. On aura les tableaux à 
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2N + I lignes et N colonnes 

? ) ( ?' ) 

OU bien 

^ r i ^' 

a ) ( j? 

On aura aussi les tableaux à N -h i lignes et 2N colonnes 



( M J? ) { U X ) 



U X ) \ Il X 



17® Viendront enfin les tableaux à N H- 1 lignes et 
N colonnes 

M i "f I i ' I i ^' > i J < ''' i i A' '<'•'' > 

( ; ( " ) ( ) \ X \ ) f f/ ) f ) \ X ) 



u ) ( ) { X ) 



) l , ) ( ^' ) ( ) ( ^ 

u \ \ \ \ X 



1 8° Je vais étudier le rang de ces divers tableaux, ce rang 
calculé, bien entendu, pour un élément quelconque (x-, u) 
de l'espace. 

Il faut commencer par établir que le rang d'un pareil 
tableau est un nombre permanent (12^), 

Soit un tableau 

^ = [(faL?]y !a = i,2, ...,m; p == i, 2, . . ., /i j, 

à m lignes el k n colonnes. Soit r le rang de Jt. r ne peut 
dépasser le plus petit des deux entiers m et n. Le tableau sera 
correct (Préliminaires, i^) si ra sa valeur maximum, égale 
au plus petit des deux entiers m et n. 
Prenons les systèmes 

(M) ^aai^e^ = o 

P 
Ann. de Lyon. — XIÏF. 10 



4 
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de m équations à n inconnues /p, ou bien 
(N) 2««P^« = o 

de n équations à m inconnues /*«• 

La solution générale du système M (ou N) dépendra, 
d'une façon linéaire et homogène, de /i — r (ou m — r) pa- 
ramètres arbitraires. Elle possédera le degré n — r (ou 
m — /') d'indétermination. 

Si donc on possède, d'une façon quelconque, le degré 
d'indétermination de la solution, soit pour M, soit pour N, 
le rangr s'obtiendra immédiatement. 

19^ Le rang du tableau V (i5°) est permanent. 
Considérons le système de 2N -h i équations à 2N incon- 
nues ^y et Uy, 



(Z) 



i i 



Changeons maintenant (12^) ç, et i/i en Ç/H-coa/ et 
^^•H-coP/. Le système Z devient (en omettant la dernière 
équation, qui ne change pas) 

Or Z et Z' ne sont pas distincts ; ils possèdent le même 
degré d'indétermination, ce qui assure (18^^) la permanence 
du rang pour le tableau V. 

Il en est de morne pour le tableau Vj-». 



: "ST* 
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20^ Théorème. — Le tahleauV est correct et possède son 
rang maximum 2N. 

En effet, si le rang de V est inférieur à 2]\, on peut 
construire au moins un système de 2i\ nombres Uy et ^j 
(dont au moins un différent de zéro), tels que les écjuations Z 
du 19^ soient satisfaites. 

Imprimons à l'élément (a;, u) un déplacement infinitésimal 
qui l'amène en 

dz étant un infiniment petit quelconque. 
Il viendra alors 

o = d^iT=y^^ijdxj'^'^Yfjduj=zd'A ^^ij'Jj-^..,. , 

en vertu des relations Z du ig"". Enfin 

avi^z — _rf— ==0. 

On pourrait donc bouger l'élément (a;, u) sans que l'élé- 
ment image (^y^ p) bouge. Alors, en coordonnées non homo- 
gènes (10°) (Xp et Xg, on aurait pour un choix convenable 
des différentielles dk^ 

Cela est absurde (10^), car le jacobien 

(/ ( ^lî A2, • • • ) 

serait zéro, ce qui n'est pas. 

Le théorème est ainsi démontré. 
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21" Au tableau V ajoutons une première colonne, formée 
e 2N -t- I constantes arbitraires a,, b,, K. 

En vertu du théorème précédent, le déterminant 
iN + i)-aire 

I K Uj Xj 
t difTérent de zéro. 
22° Théorème. — Le rang du tableau 



t permanent et égala N et le tableau est correct. 
Écrivons le système des 2N H- i équations 



yf'ih- 



-'^^'ih — '^'hh- 



IX N inconnues tj. La permanence du rang se démontrera 
mme au 19". 

Cela étant, supposons le rang du tableau t inférieur à N. 
>us les déterminants N-aires de t sont nuls. Le détcrmi- 
nt CD du 21" aurait une bande inactive (66°, Deuxième 
irtie) de N colonnes et serait nul, ce qui est absurde (21"). 
\ donc le rang N. c. Q. F. D. 

On verra de même que le rang est N pour les tableaux 

!?:( iM i*:j 
{i[ '{li \:s 

23° Théorème. — Le. rang du tableau 

^-1„ xi 
t permanent et égal à N + 1 ; le tableau est correct. 
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Pour établir la permanence du rang, il suffira de consi- 
dérer le système de N 4- i équations aux 2N inconnues Uy 
et^y 

J J 

J i 

et de raisonner comme au 19^. 

Si le rang de G est inférieur à N -h i on peut, au moins 
d'une façon, trouver N H- i quantités a^ et a, telles que 

i i 

ces quantités n'étant pas toutes nulles. Amenons l'élément 
(a?, u) en (a? -h dxy u -f- du) et formons les expressions 

olq diji •=! olA^,^ du -\-^^u dx I , 

^ctd^ —^ciid<fi—^cLi ^^,j dxj-^^^)j duj \ 
I t \ J J 1 

=^dxj^ Cl, <?,7 -h ^ duj 2 a, (p;.^ . 

En vertu de (i) il vient 

(2) ^a<:/o — ato^w-o, 

c'est-à-dire V a rfç = o, puisque do) = o. 

Mais, en vertu du théorème d'Euler, (i) donne de même 

(3) 2 ^y^ a,cp,y ziz m 2 acp zz: Xo ^XU =: ao w = o. 

Alors, en vertu de (2) et (3), 
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Ainsi Tcxprcssion ^ a </y est nulle, quel que soit le dépla- 
mcnt inOnitésimal imprimé à réiément {x, u). 
Revenons aux coordonnées non homogènes fXp et Xa du lo". 
Les N — I quantités (a, , [Aj, ..., it-^-x sont les quotients 



La relation infmitésimale 



2«<//= 



^A.rfH.^ 



est satisfaite pour tout déplacement infinitésimal dé (x, u), 
;st-à-dire pour tout système de diiïérentielles (A^. 
On a ainsi, avec les notations du 10°, 

i dka sont quelconques cl 

Comme les A, 11e sont pas tous nuls, le tableau 

[(„], ou L, 

\ — I lignes et 2N — 3 colonnes a un rano; inférieur à 
— I. Notamment les déterminants (N — i)-aires de L sont 
is nuls. 

Mais, dans le déterminant (2N~3)-aire H de la ma- 
"c [/pa]i 1g tableau L est la zone constituée par les N — i 
îinières lignes. La zone serait inactive (66", Deuxième 
rtie) et le déterminant H s'évanouirait. Celte conséquence 
impossible (10") et le théorème est démontré. 
La même démonstration vaut pour les trois tableaux (16") 
doi'urs à r. 
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2 4^ Je passe maintenant au tableau 



131 



i'i=t: 



à N -h I lignes et N colonnes. 

Le rang de \i^\ est permanent. Considérons, en effet, le 
système des N -+- 1 équations 



(T) 



^'^ijh=^ ujtj = o, [i, y z= I, 2, . . . , N ], 



aux N inconnues t. Si l'on change (12®) Ç/y en 9,7+ a,ay, le 
système T devient 



et ne change pas. Le raisonnement s'achève comme au ivf. 
Soit rie rang de }ç{. 

Il est facile de calculer l'ordre et la classe des déterminants 
/-aires fournis par le tableau jçj. Les éléments des N pre- 
mières lignes sont 

(m — I '^^ \ . 
X ; Il )' 



9i'J 



ceux de la dernière sont les Wy, formes ayant zéro pour ordre 
et I pour classe. 

Soit h un déterminant r-aire de j 9 {. On aura 

'/•(m — i) rm' 



X 



rm \ 

; " / 



si les éléments de la dernière ligne ne figurent pas dans h. 
Dans le cas contraire, on a 

\ X \ M /' 

Le rang r de j 9 î ne peut dépasser N, cas où le tableau est 
correct. On ne peut avoir r — o. Les cas r = i ou 2 seront 



l52 TROISIÈME PARTIE. CHAPITRE II. 

discutés au Chapitre V. Je supposerai provisoirement que 
r>3. 

25** Je désignerai par r^ le rang de [<pj. De même, les 
tableaux 

\?'U Kt, !ft, \^U \^'U hl> IVt 

auront les rangs respectivement 

tous compris entre 3 inclus et N inclus, et tous permanents. 

La valeur de ces huit rangs est un très important caractère 
pour la classification des crémonienncs. Ces huit rangs ne 
peuvent être à la fois choisis arbitrairement. Nous verrons 
plus loin (44**) des égalités entre les huit rangs. Voici des 
inégalités immédiates. 

Prenons le tableau (22^) correct 

( "^ ) 

f u 

et, dans t, un déterminant N-aire 

Toute ligne de t appartient soit à j ç {, soit à \'\f\. 
Supposons que H emprunte p lignes à { ç | et N — p lignes 
à j 4* j- On aura évidemment, puisque H ^ o, 

et, par addition, 

(i) /-ç-f-r^^N. 

De même 

r<p'-|-/*^'>N;- ro-hr^^N; ro'-h/y^N. 

Prenons maintenant le tableau (23®) correct 

u œ \ 
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et, dans ce tableau, un déterminant (N H- i)-aire 

Toute colonne de C est une colonne soit de } ç !, soit de j ç' j. 
Supposons que g emprunte a colonnes à } 9 { et N -h i — a 
à î 9'}. Puisque 

on a 

dlr^, N-hi — <»-/y, 
d'où 

(2) rç-+-/y^N-+-i. 

Pareillement 

26® Nommons, pour abréger le langage, conditions de 
contact celles qui expriment que l'expression 

y^ u dx 

est un invariant (4®) vis-à-vis de la crémonienne s. L'expres- 
sion ^l^*^? ^^ devra, sous le bénéfice de co = rfco = o, dif- 

rer de Vwrfj? que par une forme mixte multiplicateur. 
On doit donc avoir 



(0 



^^ d^ ^z \^u dx + kJ^^xdu^ A'— ky6o. 

\ ^vfd^=.^^udx-^^'^xdu, B'— B^o. 

Mais 

D'où 

(2) P = A-hB=i:A'-hB'. 
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De (i) on tire 

(3) 

D'où Ton voit notamment que A, A', B, B' ont, comme P, 

m -\- n — I 

pour ordre, et 

m' -\- n^ — I 

pour classe. 

La permanence des formules (3) est évidente. En effet, 
changer 

respectivement (12®) en 

c'est changer respectivement, dans les formules (3), 

A, V, B et B' 
en 

A-2«*> A' -2"^' B-2P^' B'-2P^ 
et P en 

27^ Les tableaux 

l?li •••. hM> 

dont le rang n'est pas fixé, et dont le rang, par suite, sert à 
la classification des crémoniennes, se nommeront tableaux 
caractéiisliqucs. Les huit entiers 

seront les entiers caractéristiques. 



••%•* 



.^ _ j 



CHAPITRE III. 



RELATIONS, POUR u CONSTANT, ENTRE LES ^i(x] u). 



28^ Reprenons les expressions Ç/(^; u). Considérons-y 
les Xi et les Ui comme des variables liées uniquement par la 
relation 03 = 0. Donnons aux Ui des valeurs fixes quelconques 
et faisons varier les Xi d'une façon quelconque. 

Le tableau caractéristique (27^) | cp j aura le rang r^. 

Posons 



(/, A:=i I, 2, . . ., N — i). 



(0 



Zi=.^CijXj, 0=.^UjXj I /=I, 2, ..., N j, 



où les Cij sont des constantes quelconques, telles cependant 
que le déterminant N-aire 



D(i) = 



^11 ^12 



\n 



• • ••• ••• •«• 



De (1) on tirera 



Ux U9 ... u 



^^/c^jkil) 



n 



^o. 



(2) 

avec 



(3) 






T* • 


k 




Xj 


D 


> 


(^jk 


dzk 


• 




~ / 


I, 
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Les relations (i) donnent : 

I** Un système de z,^ pour un choix quelconque des a;,, liées 
par la condition (0 = 0; 

2** Un système de a?,, liées par (o ^ o, pour un choix quel- 
conque des Zf^. 

En résumé, les Zf^ peuvent être considérées comme des va- 
riables indépendantes. 

En particulier, on peut faire, dans les formules (i), 

d'où 



a:^ = — 



k 



Cela revient à faire, dans les formules (2), 

/rx l «/*=o pour l^k\ auk=^ = u^ 

(4) 

29** Si Ton remplace, dans 9,(0?; u)j a?, par son expres- 
sion en Zfçj on aura l'identité 

OÙ F,- désigne un polynôme homogène en ^^, avec des coeffi- 
cients rationnels en w,. 
Considérons le tableau 

F-rF-^l F,.-^, p'==i.2, ...\N I 

t-it,,i, ^ik-^^^^ j ;t^,,2, ...,N-i î' 

à N lignes et N — i colonnes. Je me propose de calculer le 
rang R de F, connaissant le rang r^ du tableau j ç {. 
Formons, à cet effet, le système des N équations 

(T) "^F^.t.^o . 

k 

aux N — I inconnues tj,. Le degré d'indétermination (18^) 
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de T sera 

N-i-R. 
D'autre part (28"), 

et T s'écrit 
avec 
Enfin 

en vertu des relations (3) du 28". 

Les N quantités t^ sont liées par les N h- t relations 

i i 

dont les coefficients sont précisément les éléments 
tableau \'^\. Le degré d'indétermination pour le syslèm 
est 

et l'on a 

(5) T^=2«.P-.. |.= i,î, ...,N-r,[ 

Co^^paramèlre arbitraire. 

Le tableau [Py„] à N lignes et N — r, colonnes est corrt 
sans quoi les paramètres c, ne seraient point distincts. 
Je dis que le tableau [P^o] 

j/t==i,a, ...,N-i I 
à N — 1 lignes et N — i\ colonnes est correct aussi. En efl 
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si le rang du tableau [P^J était 

N — r^— h^ A>o, 
on pourrait écrire 

'Zk — ^CçV kfj-, ! <J'= /iH- I, /i -f- 2, . . ., N — Tç j, 

ce qui revient à faire 

(6). Pka—o (/r = i, 2, ..., N — i; <j</it. 

La relation 

y 
-+-2 Py<T' ^'yCa' i y = 1 , 2, . . . , N I 

doit être satisfaite pour tout choix des paramètres c^. Gela 
exige notamment 

c'est-à-dire [eu égard à (6)] 

Py<T=o, jy = I, 2, ..., N; <i<A!. 

Le degré d'indétermination, pour le système t^, serait 
moindre que N — r^, ce qui est absurde. 

Nous retiendrons que les N — i quantités ij^ dépendent 
linéairement de ^ — r^ paramètres arbitraires^ homo- 
gènes, distincts. 

3o^ Sans rien changer à la discussion précédente, pla- 
çons-nous, ce qui est évidemment licite, dans le cas particulier 
des formules (4) du 28**. On a 

a/;t=o, l^ k^ j /, A"=i I, 2, . . ., N — I j 
et 



RFXATIOSS, POUR U CONSTANT, ENTRE 

.lors 

Donc (39°, in fine), ty dépend linca 
aTamèlres distincts c„, et le degré d'indd 
l'stème T du 29" est N — r^. Nous savoi 
; même degré est (29°) N — i — R. Alo 

N — rç=N — I — R, R = , 

Il vient ainsi l'énoncé suivant : 

Théorème. — Le rang du tableau (2t 

îï inférieur d'une unité au rang r^ du 

3i" Les Vi sont des polynômes hom 
Lix Zj, avec des coefficients rationnels c 
tant 

Rl^Tç— 1, 

1 peut (changeant au besoin le numi 

es ç,- et des s*) toujours supposer 



D'ailleurs R ne peut être que positil 
e r^ (25") est 3. 

Alors (Konig, p. 258 et suivante 
,, Fa, . . ., F,„ quand les z^ varient lib 
?ndanies. 

Or, on a vu (28") que c'est bien le cas 

De plus, il existe 
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polynômes irréductibles 

*,(U„U„ ...,Ur;U,), 
5=iR + I, R-+- 2, . . ., N, 

à coefficients rationnels en w,-, tels que Von a identique- 
ment 

*,(Fn ...,Fr;F,)z=zo. 

Enfin, si Von a une autre relation 

v,(F„...,Fr;F,)=zo, 

oùW,est un polynôme à coefficients rationnels en Ui^ alors 
le polynôme 

aux indéterminées U, est divisible par le polynôme 

*5(U„...,Ur;U,). 

*Pour toutes démonstrations, je renverrai au Livre de 
M. Kônig. 

32** Théorème. —- Chacun des N 4- i — r^ polynômes O, 
est homogène par rapport aux R -f- i = /'^ indétermi- 
nées U^, . .., Ur, U, quHl contient. 

Supposons le contraire et écrivons 

*,(U, ...;U,) = *,(U)=/(U)-h/,(U)H-..., 

/? /n • • • étant homogènes avec les degrés A, A -h A , , ... res- 
pectivement. 
On a l'identité 

(0) *,(F)z:=/(F)+/,(F)+...=zO. 

Multiplions les Xi (28*") par un facteur arbitraire /. F, est 
multipliée par Z'", car Zj, est multipliée par /. L'identité (o) 
devient 

(1) *,(r'»F) =: t"'^f(F) 4- ^'"(^^-^^)/,(F) 4-. . .== O, 
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et se décompose, puisque / est arbitraire, en 

(2) /(F)==o, /i(F) = o, 

Comme il n'existe aucune relation entre les F, , . . . , F^ (3 1 ^), 
Fç doit figurer dans chacune des équations 

/(F)==o, /,(F) = o, 

Les polynômes (3i")/(U), /^(U), ... doivent être divi- 
sibles parle polynôme irréductible $,.(LI). ()r/(LI),/,(U), ... 
contiennent seulement une partie des termes de 4>,(U) et ne 
sauraient être divisibles (*) par $,. 

Le même raisonnement démontre l'homogénéité des 

ir,(U)(3.o). ■ . 

Par rapport aux w,, les expressions $,(U; w), ^,([J; u) 
sont rationnelles. Je dis de plus ç\yi elles sont homogènes. 
Voici comment on l'établit. 

Quand on multiplie m, par l'arbitraire /, Xi = av(w ; u) né 
change pas, F, est multipliée par /'"', car m' est la classe de 

(*) Dans le polynôme à ^-+-i indélerminces 

P(x, :r|, ...yXf,) = Ao^"'-i- Ai^F"*-' -f-. . . , Ao ^^^ o 

(où :r ne figure plus dans les A), choisissons un groupe de termes 

Q = Boa7'"-+- B|a"«-»-4- 

Supposons que P divise Q. Alors Q = KP, où K ne dépend plus des x. 
L'énoncé est évident pour g= o. Je dis que si l'énoncé est vrai pour g, il 
est vrai aussi pour g -\- i. 

En effet, si P divise Q, Aq divise Mq. Or Aq et Bq sont à ^indéterminées 
et le lemme s'applique. Bq = KAq, où K ne dépend plus des x. Alors 

K = Q:i', 

puisque l'expression 

Q _ KP = (Bi- KA,)^'«-î-f-. . . 

doit être divisible par P, c'est-à-dire identiquement nulle. 

Ainsi, Q contient non pas une partie, mais la totalité des termes de P, 
dont Q ne diffère que par un facteur K indépendant dos indéterminées x. 
Ann. de Lyon. — -XIII. 1 1 



1 



aiii^U 
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(fi(x'^ II), Le raisonnement ci-dessus peut être répété sur les 
expressions $,(U; u) et ^,(11; u) en M/. 

D'autre part, il est évidemment licite de chasser les déno- 
minateurs en i/|, ^2) 

Bref, les expressions ^,( U ; w), V,(U ; u) sont, par rap- 
port aux Xi, des polynômes homogènes . 

33° Les quantités F,(^) sont proportionnelles aux 9/(07; u). 
En vertu de l'homogénéité des polynômes $,(U) et "5'*,(U) 
(32°), il est possible d'énoncer l'importante proposition que 
voici : 

Théorème. — Si l'on se donne le plan u quelconque, les 
N quantités 9/(.x'; u) se comportent ainsi : 

L Entre 9,, cp,, . . ., 9^, R ^ /^ — i, n'existe aucune re- 
lation 

OÙ ù est un polynôme homogène en 9,, ..., 9^, à coeffi- 
cients polynômes homogènes en W/. 

IL // existe N -f- r — r<p relations 

ou ^s ^^^ un polynôme homogène en (f^^ . . ., 9^, 9^, à coeffi- 
cients polynômes homogènes en u^. 

IIL Le polynôme $XU,, .. ., U^; U^; m) aux indéter- 
minées U,, . . ., Ur, Uj est irréductible, 

IV. S*il existe une relation 

de même nature que $^= o, alors le polynôme 

^•(U,, ...,Uu;U,; «) 
est dii^isible par le polynôme irréductible 

4>,(U,, . . .,Ur; L^; u). 
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34** Posons 

en vertu de Thomogénéité des i2, des W et des $, tout le 
théorème précédent subsiste, lorsqu'on écrit y^ au lieu de ç^. 
Les N — I quantités yi sont liées par N -i- i — / ^ équations 
homogènes distinctes, mais on peut prendre arbitrairement 
N — I — (N -j- I — /ç) = Tç— 2 des quantités j^. 

Nous venons donc de construire, dans le présent Chapitre, 
les relations qui existent, pour Ui~ const., entre les (p^ ou 
les^/. Ces relations sont exactement au nombre de N -j-i — /^ 
distinctes, /^ étant toujours le rang du tableau j ç J. 



CHAPITRE IV. 



# • 



VARIETES PRIMORDIALES 



35° 'Quand le point x parcourt le plan w, quelconque dans 
Tespace, et prend sur u les 



ooî^-« 



positions possibles, Télément 

image de (x, u) par la crémonienne 5, se meut à son tour. 
La figure ou variété primordiale $„ sera l'ensemble des 
positions que prend (y, v). La primordiale ponctuelle Y„ 
sera l'ensemble des positions que prend y. La primordiale 
planaire V„ sera l'ensemble des positions que prend le plan p. 

Faisons tourner le plan u autour du point quelconque x, 
11 y aura une primordiale ^i'^, une primordiale ponctuelle Y^, 
une primordiale planaire V^. 

Pareillement, pour la crémonienne 5~', on aura les figures 
analogues 

CP' ftv Y Y TT 1] 

y^ y' •'^♦'> ^*^yi ^f» ^y^ 

ensemble des positions que prennent l'élément 

image de {y^ v) par s~\ le point x^ le plan w, 

36° Lemme. ■— Soit (x, u) un élément quelconque de 
l'espace. Il n'existe aucufie direction d'avancement telle 
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que Vêlement (x^ u) venant, suivant cette direction^ en 

{x -\- dx^ u 4- du), 

Vêlement image (y, p) ne bouge pas. 

En effet, définissons (a?, u) et (^, v) par leurs coordonnées 
non homogènes Xotetuprespectivement j a, ^ = i , ?, . . . , 2N — 3 j . 
On aurait (lo*^), pour un choix convenable des différentielles 

a 

Le déterminant des /p« serait zéro, ce qui est absurde (1 o**). 

37° Théorème. — Toute primordiale ^r„, ^'^, ^'^^ ^'y. est 
une variété à N — 2 dimensions. 

Autrement dit, les coordonnées de Vêlement courant sur 
la primordiale dépendent rfe N — 1 paramètres arbitraires 
distincts. 

Les coordonnées d'un point qui parcourt un plan donné 
quelconque, les coordonnées d'un plan qui tourne autour d'un 
point donné quelconque, dépendent de N — 2 paramètres. 

Soient, par exemple, le plan m et la primordiale ^^^^. Un 
point quelconque x de u fait avec u un élément (a;, //) quel- 
conque. Il y a, sur w, qo^~^ points x, et, sur ^^„, oo^ '--^ élé- 
ments (j-, p), h^o. Si h > o, à (^, p) donné sur ^\^ corres- 
pondrait sur un u une infinité de points x, et, notamment, 
au moins un point x-\-dx. Alors les deux éléments (;r, u) et 
(x-^dxju) auraient même image ( v, ^'). Cela est contraire 
au lemme du 3G*\ 

Le théorème est ainsi démontré. 

38° Théorème. — La primordiale poncluelle Y^ est une 
variété à r^— 2 dimensions y /^ étant le rang du tableau J a» { . 
La figure Y„ est le lieu des points y tels que 

le soulignement indiquant que u est donne. 
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En vertu des théories exposées au Chapitre III, il y a entre 
les N quantités ^'y les N 4- i — r<p équations distinctes 

avec la condition habituelle j© = ^« Oi^ peut prendre arbi- 
trairement r<p — 2 des quantités jj^, c'est-à-dire exprimer 
toutes les N quantitésj^/cn fonction de ces r^ — 2 là. 

C. Q. F. D. 

3cf On a ainsi le Tableau suivant, en répétant, pour 
V„, . . ., le raisonnement du 38" : 





NOMBRE 




PRIMORDIALE. 


DES DIMENSIONS. 


Y„ 


r^ — 2 \ 


^n 


Y, 


/•ç' — 2 ) 
r^' — 2 1 


*. 


X. 


ro— 2 1 
Tn — 2 i 


5^' 


Xr 


re- 2 ) 





Ona vu (24^) que les huit entiers r^ — 2, ..., r^, — 2 sont 
positifs. 

4q^ Les N -h I — Tç équations du 38*^ 

seront dites les équations de la primordiale ponctuelle \ ^^. 
$^ est une forme à deux séries de variables, les yi et les w,. 

Les équations $j= o prendront le nom adéquations pri- 
mordiales. 

Plus généralement, considérons les quatre séries de N va- 
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riables homogènes 



Mi 



coordonnées de l'élément (a-, w), 



OÙ (y, i>) est rélément-image de rélément (x, w). 

Associons, dans une forme P à deux séries de N va- 
riables : 

Une série de variables empruntée à Télément (a?, w); 
Une série de variables empruntée à l'élément (y, p). 

En égalant à zéro la forme P, on aura une équation pri- 
mordiale. 

Il y aura des équations primordiales de quatre sortes : 

P(a?;y) = o; P{x\v)=io\ P(«;j) = o; P(m; r) = o. 

4i° Les rangs des huit tableaux }^[, . .., \r\'\ ne peuvent 
être simultanément choisis au hasard. H y a entre les huit 
rangs des relations qu'il importe d'établir. 

Reprenons le tableau du 39**, la primordiale $^ et la pri- 
mordiale planaire U^^, cette dernière (Sg**) à r^ — 2 dimen- 
sions. 

On pourra donc écrire 

^"y = ^Pj<y ^^<5, j = \,'i., . . . , N, 
(o) ^ ^ 



(J I, 2, . . ,, Tyj' 



2 



> 



OÙ les dc^ sont des paramètres infinitésimaux arbitraires dis- 
tincts. Par suite, le tableau [/^ya] à N lignes et r^ — 2 colonnes 
sera correct. 
Autrement dit : 

Le degré d' indétermination ^ pour un avancement inf 
nitésimal du plan u sur la variété \}y est 

Çrzirr, 2. 
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42** Nous allons évaluer maintenant l'entier J^ d'une autre 
façon . 

Pour qu'un déplacement infinitésimal de l'élément {xj u) 
ait lieu sur la variété ^'^, ou qu'un déplacement infinitésimal 
du plan u ait lieu sur U^, il faut et il suffit d'avoir 



ou 






/ / 

eu égard au théorème d'Iùiler 

/ 

et posant 



dzà 



?o ,. 



diizzz djct 

De plus 

On a ainsi, entre les différentielles, le système des N -h i 
équations, à 2N inconnues rf^y et duj^ 

\ ^'/ ~ 2 ^'J ^^-^ "^ ^ ^'V "^^^J = ^ / 

I iizl, 2, . . ., N -M ) 



N+l 






Ces N -h I équations sont toutes distinctes, car le ta- 
bleau (28") 

u X 

est correct, avec le rang N -h 1 . 
Prenons une matrice (N 4- i)-aire 
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On obtiendra un système (H) en effectuant sur les hi la col- 
linéation g. Les systèmes {h) et (H) seront équivalents, 
g-^ = const. : 

^i~^giihi—^gii^ijd\j~^^gut^',jduj 



(H) 



= 2 aij d\j 4- 2 bij duj = o , 
«/y = 2 ^'' "^'J ' ^'-'' ~ 2 ^'' 'P'-' • 



Le système T, de N équations à N -h i inconnues //, 

2'-.=» !;ï;;:;;;:;V 

a pour tableau des coefficients des inconnues le tableau jç}, 
de rang f\. T a le degré N -j- i — r<p d'indétermination. 

Il y aura N -i- i — r^ solutions ^p, linéairement indépen- 
dantes, p = i, 2, ...,N-i-i — Tç [^;o^^ Frobenius, Ueber 
das Pfaffsche Problem (J-f. r. u. a. M., t. LXXXII, p. 236 
et suiv.)]. La solution Cp sera constituée par les N -h i quan- 
tités Tp/, et le tableau [xp/] à N -f- i — r<p lignes et N H- i co- 
lonnes sera correct. 

Nous pouvons donc obtenir une matrice (N -h i)-aire gj 
avec I ^ I :^ o, en constituant les N -i- i — r^ dernières lignes 
de g avec les Tp/, et les r^ premières lignes avec des con- 
stantes gi^ convenablement choisies. 

Posons 

d'où [formule (H) ci-dessus] 

^'\-^pj ~ Zj "^p^ ?^> ~ ^' 

Les N -h I — Tç dernières équations de (II) ne contien- 
dront plus les dEj, 
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Au contraire, on ne peut avoir encore 

pour un indice i, i'i 7^, car les gu correspondants formeraient 
une (N -h 2 — r^y^™* solution de (T) et le déterminant | <g\ 
serait nul comme ayant inactive (66*^, Deuxième Partie) la 
zone de ses N -h 2 — r^ dernières lignes. 

43° Bref, le système H s'écrit 

(H)' 

Hp— ^^py^//y3=0, /•ç<p^N-M. 

; 

Le tableau [«/y] à N colonnes et r^ lignes est correct. 
Sinon, on pourrait former une expression 

où les rf^ ne figureraient plus, ce qui est absurde (42*^). 

Si donc on a choisi un système de duj satisfaisant aux 
équations 

(B) ^^b^jduj—o, 

i 

on achèvera la résolution de (H)' en tirant, des r^ premières 
équations, r^ des ?y. 

Enfin le tableau f^py] est lui-même correct. Sinon, le 
nombre des équations (B) distinctes se réduirait et (H'), 
équivalent à (H) et à (A) (4^°), ne contiendrait plus 
N -h 1 équations distinctes. 

Comme résultat de la présente discussion, il vient l'énoncé 
suivant : 

Les conditions dyi^=. o se traduisent d'une façon corn- 
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plètCy sur les duj^ par les N -t- i — r<p équations distinctes 

(B) 2^py^Wy=0^ 

/ 

auxquelles il faut ajouter la (N -h 2 — rç)'*"™** 

i 

Le degré d'indétermination X, pour les duj est ainsi 

N — (N-h2 — /•ç)=irç— 2. 
On a vu (4ï°) que ce même degré d'indétermination X, est 



rr^- 2. 



Donc les deux tableaux \ o \ et \ yj' j ont le même rang. 

44^ Tç— 2, c'est le nombre de dimensions qu'a la va- 
riété Y,^; Ty,'— 2, c'est le même nombre pour la variété U^.. 
On peut dire aussi que les variétés U^ et Y„ ont même 
nombre de dimensions. 

Il en sera pareillement pour Y^ et X^.; donc (tableau 
du 39^) 

Prenant V„ et U^, on aura 
Prenons V^, et X^, il viendra 

Les huit tableaux |©j, ..., }y]'{ se disposent ainsi par 
couples de même rang 

l?i et IVi; \o'\ et le'j; j^^j et |y)J; jOi et lf|. 

45^ Les deux variétés ponctuelle et planaire, qui entrent 
dans une même primordiale $ et ^', ont entre elles des rela- 
tions fort étroites qu'il importe d'élucider. 
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La variété formée par les oo^~* éléments adhérents à un 
point ou à un plan est une variété intégrale (Généra- 
lités, lo*^); il en est de même pour une variété primordiale ^ 
ou ^, constituée par les éléments-images des éléments de la 
première variété. 

Introduisons les définitions suivantes. Soit une variété 
ponctuelle Y, lieu du point y. Le plan w touchera Y en y, 
si iv passe par y et par tout point y -h dy^ situé sur Y. De 
même, pour une variété planaire V, lieu du plan p, le point z 
sera le point de contact de ^ avec V si z est sur le plan ç et 
sur tout plan p -f- e/r, situé sur V. 

46" Prenons maintenant les variétés primordiales (f^^, 
^u^ ^w ^n vertu dos explications ci-dessus, les plans v qui, 
avec un point donné y de Y„, donnent des éléments de ^^^ 
doivent être cherchés parmi les plans tangents w en y 
à Y„. 

Soient, en effet : 

y ei y -h dy deux points voisins quelconques sur Y„, 
ç et V -+- dv deux plans associés avec JK ety -f- dy respective- 
ment, 
pour constituer les éléments {y^ p) et {y -h dy^ ç -h dv) 
de ^^. 

Les deux éléments sont en situation réunie et l'on a notam- 
ment 

N (' (/y 1= O. C. Q. F. D. 

On verra de même, par dualité, que les points y qui, avec 
un plan donné v de V„, donnent des éléments de <f„, doivent 
être cherchés parmi les points de contact z de v avec V„. 

47*^ Cherchons les plans tangents w à Y„ en y. 
Posons / ç = r et prenons les N -+- 1 — r équations primor- 
diales (38**) qui définissent Y„, savoir : 

(o) \ 
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,73 



d'où, par différenlialion, 



dfs = fss dys -f- 51 fsoi dfoL — o, 



— 1,2,...,/* I , y .va — 



EL. 



^^n'^dy = o doit être une conséquence des égalités d/f= o. 
On a identiquement y pour X, et p convenablement choisis» 



= 



2^'^/* — p21"'^/ =^'^s\fssdy,-\-^fs^dyA 



— ^^^'^sdys — 9^^v%dyaL=^^dys\'ksfss — 



P 



(I 



, \ 



s 



2'^^'« 2^*-^'*"" p^^^i ~^^j^yj' 



7 = 1 



La relation 2^^ ^^^^ ^^^'^^ "'^^ conséquence de 

dy^^^edyzno 



et 



G, G, . 



e* e. 



G, 



=1 O. 



Comme les e sont des constantes numériques arbitraires, 
il faut avoir Gy = o, c'est-à-dire 



(') 



piVs='><s/ssy pcVa^^X,/,». 



Il viendrait d'abord 



9^^y = '^'^s fss y s -H 2 X, /,^ Ja 



SOi 



= 2>^.< /v.vy.v-+-^/va7a^2>5/. ^O, 



en vertu du théorème d'I'luler, ce qui était à prévoir. 
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Des relations (1) on lire \= p^'s/îs* ^^^ finalement, 

(2) ^OL — ^^s/sOi/ss'' 

S 

D'ailleurs fss^ ^» car si y, ne figurait pas dans /,, les y^^ 
seraient liées par la relation /^ = o, ce qui est absurde (^8*'), 

Les /• — I équations (2), jointes à w^,= i, laissent arbi- 
traires N — r des quantités iv. 

Donc : en un point y de Y„ existent qc^~' plans w tan- 
gents à (£u. 

On peut d'ailleurs prendre à volonté lesN — r rapports 
des N 4- I ~ r quantités w,. 

Comme il y a (38**) 00*^"' points j sur Y„, il y a en tout 



oo'--2 X 00^-'' = 00^-* 



éléments adhérents à Y„. 

48** Revenons maintenant aux plans p qui, avec y, font 
des éléments de ^Jt^„. 

On a entre les P/ les relations (2) du 47** 

s 

tous les p sont des plans w tangents à Y„ en y. Je dis que 
réciproquement tout plan w est un plan ç. 

En effet, admettons le contraire. Supposons que, parmi 
les Qo"~' plans w tangents à Y„ en y, il y en ait seulement 
Qo^~''~P plans p. La primordiale $„ contiendrait, puisqu'il y a 
00''"^ points y, seulement oc^~P"^ éléments (y, p), au lieu 
de oo^~*, ce qui est absurde (37**). 

Il vient, en résumé, la double proposition suivante, où je 
rélablis r^ pour r. 
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Théorème. — Les qc^~' éléments (y, p) de la primor- 
diale % s'obtiennent, à volonté, en associant : 



soit à chacun des 

points y de la variété pri- 
mordiale ponctuelle Y„, les 



oo^'-'> 



plans V tangents à Y„ en y ; 



On construira de même 



soit à chacun des 



Oo''i — 2 



plans V de la variété pri- 
mordiale planaire V„, les 



od^-r.^ 



points y ^ en lesquels v touche 



la variété V„. 



^^x 3u moyen de Yj. et de V^;, 



\)y. 



L\cf Quant aux variétés telles que Y„, . . . , U^, elles doivent 
être considérées comme connues. 

Soit, par exemple, Y,^. On considérera les variables z du 
Chapitre III et les polynômes F/(z) en z. 

Alors les polynômes $j du 3i° s'obtiennent au moyen 
des F/(5), où les z et les u sont traitées comme des indéter- 
minées, par les opérations, strictement rationnelles, qu'on 
trouvera indiquées dans le Livre de M. Kônig (Chap. V, § 14 
du Livre). Les $, sont donc connus et, par conséquent, aussi 
la variété ponctuelle Y„. 

5o*^ Au Chapitre VI (7 1** à 73^*) on achèvera de préciser la 
notion de variété primordiale. 



CHAPITRE V. 

SUBSTITUTIONS CBKMOMQUES. 



Si" Je me propose d'étudier les crémonienncs, où au moins 
un des huit entiers 



a les valeurs i ou 2, réservées dans la discussion (a-'i") du 
Cliapitro II. J'éludierai, à ce point de vue, le tableau I 9 1 et 
son rang i\ ^= r. 

Occupons-nous d'abord de l'éventualité r ^ i . 

Si les variables x manquent dans les formes y,-, on a 



dans le tableau [y!, ne sont différents de zéro que les élé- 
ments uj de la (N -i- i)"*" et dernière ligne, et l'on a bien 



Je dis que la condition est nécessaire. Supposons, en effet, 
que Tun des ç,j, y,, par exemple, soit :^ o. Alors le déter- 
minant binaire 



et y,, Hy= «i9,j. Si l'ordre m do 9, n'était pas zéro, puisque 
<p,, 7^ o, on aurait 



ce qui est absuixlc. 



si;bstitltio\s chkhomoies. 



Sa" Ainsi : il y a équivalence complète entre les de 
hypothèses r^ ^^ i et m ^ o et, de nicme, entre les kypothè, 



53" Examinons maintenant le cas ;•= 2. On ne peut fa 
m = o, car alors ;■= i. Jevaismontrerqueriivpollièse7' = 
m )> o est absurde. 

Le tableau iç* peut s'écrire 

avec 

Appliquons la formule (o) du -jZ" (Deuxième Partie). O 
(o) Q?*/ = 2'^*'^^" * = '.2,...,r, 

autrement dit 

Soit K^^,„=K:^o, tj étant un certain des indices s; 
pourra écrire 

^ (1) KQç,^= K 2 K;.I>/. + KE,,D^„ 

(a) Q»,.z= 2'''^+i."t),.,.HKD^,, 

KQ ï-7 = K 2 E,. n.-. + F.,, j Q ", - 2 lÏN.,. Da j 

^H«. (/<! Lyon. — XIJI. ,.^ 
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Celle dernière formule revient en somme à faire, dans la 
formule 

(3) Qç,y = 2E"^>*' 

s 

Djr'= Ujj en changeant légèrement le sens des coefficients 
Q, E,D. 

En particulier pour r = 2, on peut écrire 

(4) Q9,yr3L,Dy-+-M///y 

en faisant E/, = L/, Dy, = Dy, E/^ = M,, avec, bien entendu, 

54^ Dans la formule (4 ) ci-dessus, mettons en évidence les 

p. g. c. d. A, M et A des formes mixtes L/, M,- et Dy, de façon 

que 

L, = A /,, M/ =• M |x/, Dj = ^dJ, 

les //, les [JL/ et les rfy étant respectivement premiers entre eux. 
Chan<2:cons O en — O. Il viendra successivement 

Q <p/y = m A A lidj -h m M [jl/ «/y, 
Q©,-:iz AA//D (théorème d'Euler), 

J 

Comme les ç, sont premiers entre eux, ainsi que les //, on a 

Q = AAD, /, = (?„ 

et il vient la formule 

( 5 ) (^/j I) = m 'fidj -+- m Ofc |x, tij , 

M = 011 A A, 

après départ du facteur AA, qui divise évidemment M. Intro- 
duisons les N — I variables Z/^, } A* = i, 2, . . ., N — i j, et les 
polynômes F(z) des 28** et 29^. 
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«79 



Formons 






_ d ®> __ I 



dzk «>o 






2 






?/ 



O 



«y 



557 



I ^ ÔXj 



w ©0 dj -\- m 0\L pio Wy 



r/ 



?o 



//i ;)n. 









2(?J-y 



dz, 



sous lé bénéfice de la formule (5). 



2 



dry _ (? 



0Zk 



2 



//;r = 






— o, 



(6) 



^ î^ = o. 



OZk ©0 



Ç/tÇo ne dépend plus des z^ c'est-à-dire (28°) des x^^ et ne 
peut plus dépendre que des ûi. 

On égalera donc la fraction irréductible ?/'.?o à la fraction 
irréductible Pi(u) :j9/„(w). De là 



pi divise 



/>/0?l==/>/?0. 

9/^ ?/ —Pi fi y ?o — >/o/- 



Les facteurs premiers de 

i 

changent tous avec le choix des Constantes numériques arbi- 
traires Ci. Donc fi ne peut diviîser ^^ qu'en devenant uilc 
constante. 

Les Xi ne figurent pas dans les ç^ et m = Oy ce qu'oïl d 
exclu (53**). 

Bref, on ne peut faire r — r^ = 2i Rflisonnons de même 



\ 
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sur les sept autres tableaux tels que j ç { ; il viendra renoncé 
suivant : 

Aucun des huit tableaux |çj, ..., \r\\ n^a son rang 
égal à 2. 

55** Nommons crémonique toute crémonienne où l'un au 
moins des huit entiers r^, . . ., r,,- est égal à i. 

On n'a pas de piano le droit d'écrire, entre les huit entiers 
caractéristiques z'^, . . ., />,, d'une canonique, les quatre rela- 
tions (44"? in fine) 

Cela tient à ce que Ton a, dans la théorie du Chapitre IV et 
des précédents, admis (24") que tout tableau caractéristique 
a un rang au moins égal à 3. Chaque entier caractéristique 
d'une crémonique est à calculer, par suite, directement. 

Sans restreindre la généralité (9°), il est licite de faire 
/y == I et (52**) m'= o. Les u ne figurent plus dans les ç^. 
Le point j' ne dépend que du point x. 

Théorème. — On a r^ = N. 

Il suffit de montrer que le déterminant N-aire | O/y |, formé 
parles N premières lignes du tableau jç{, est ^o. Repre- 
nons le tableau (23**) correct 

à 2N colonnes et N -f- 1 lignes. Formons un déterminant 
(2N)-aire ï en ajoutant, à (^, N — i lignes formées par des 
constantes arbitraires. Comme le rang de G est N-l- i, on 
a T :y<^ o. Or T contient | (f,j | en facteur, et | ©,-, | :^ o. 

c. Q. F. D. 

56** Le point x ne dépend que du point y. 

lîrenons j- fixe et dyi= o et voyons quel degré d'indéter- 
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minatlon subsiste pour les déplacements infinitésimaux dx. 
On a 



Or 



ou 



^ij\^o et _Z = -^ 



O = dXQ =: — ^— > 

mcpo 



c'est-à-dire, toujours puisque | ç,y | :5e: o, 

Poury donné, x est aussi donné. c. q. f. d. 

Il résulte de là que les p ne figurent pas dans les rapports 
Xi = 0, : 0^5 ni, comme les 0/ sont des formes mixtes sans di- 
viseur commun, dans les 0^; p' = o, /v = 1 . 

Donc l'inverse d^une crénioniquc est aussi une crénio- 
nique. 

D'ailleurs /«o = N (55°), car 1 0,, | ^ o. 

07° On a ainsi 

Il existe entre a; et^ une correspondance birationnelle. 
Autrement dit, y = ^[^^L ^ étant la substitution ponctuelle 
Gremona 

(j z= I 5 cp(5)| avec (J-* z= I 5 ô(a)|. 

Des théories bien connues apprennent que les systèmes 
(/(•,, l- = const. arbitr.) 

^k,Oi{a:)—o et 2/,0,(j)=:o 

sont homaloides. Voici ce que l'an entend par là : le^ 
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N — I équations 

^^'pj?ji^)= o (p= I, 2, .,., N — l), 

/ 

où les kpj sont des constantes arbitraires, jointes à la N-ième 
équation or^ = i, ont une seule solution x : i^ variable avec 
les /fpy; 2** telle que, pour un choix, approprié des /fpy, le 
point X vienne occuper une position quelconque dans l'es- 
pace. Les autres solutions soni fixes, ou s^ssujetèîes à rester 
sur certaines figures de l'espace. 

Autrement dit (8**), il y a une seule solution p/'opre x. 

Bailleurs, la soJution nxobile x dépend rationnellemei^è 
desN déterminants. (j\ — i)-aires, y fouri^is pa.r Iç tableau 
[/fpy] à N colonnes et N — ^i lignes. 

Tout cela est bicA connu. 

58** Une fois qu'on a choisi la substituûoin ponctuelle 

voici conuAcnt s'acUéyeçg, la CQnsJtï:uction â^ la ^rémor 
nique s. 

Reprenons les conditions de contact (26^) 

A Uj — 2^/f /y, :^ (V == ^r^i^ij. 

i f 

Comme 
on pourra prendre pour ^/ et y]/ les expressions 

j i 

débarrassées, bien entendu, s'il y avait lieu, de leur p. g. c. d. 
^,- a pour classe 1 et pour ordre (m — i)(i\ — 1). yj^ a 



SUBSTITCTIONS 

pour classe i et pour ordre {p 
p. g. c. d. abaisse éventuel 

En elîet, si la classe s'abaiss 
plusj]ue les u^. Le tableau (i; 

f î' ) 

-V f (à^Nco 

u X ) 

ne serait pas correct ( 20" ). 

Pour le voir, remarquons q 
dans ^i et '.|/,- l'élément (y, v) 1 
ranièlres X, (10" et 20"), mais 
d'entre eux, qui définissent le 

59" Il viendra ainsi la foru 
nique s 



2;«/*o 



V('«-')(N-0 
On a vu, de plus, que 

l n^ /■,. = /fl , 

Le tableau ] '.J'' \ contient le cl 

l*.7l = l? 

Donc ;y = N et, de même, 7■^■ 
Restent encore indéterminéi 

60°. La crémoniquc s qui vi 
autre chose que la substitution [ 
toulc ciénioiiique s'obtient e 

d'cc/iangc ((i") avec une poiu 
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La crémonique la plus simple est celle construite au 6**. 

Z A[5] 



!/«> izz 



\o I 01/ 



Puis vient la substitution d'échange (0^), 



z sv 

w z 



Théorème. — Toute crémonienne qui laisse fixe tout 
point X de V espace est la crémonienne unité. 

En effet, si ji = .x,, on est ramené au cas du 67°, sauf 
que la ponctuelle a se réduit à l'unité. ç,= a;,-, ^/= W/, .... 

c. Q. F. D. 

fil® Reprenons la crémonique s construite au 58® et cher- 
chons-en les variétés primordiales. 

^x Gsl évidemment constituée par les qo^~' éléments adhé- 
rents au point y, y étant l'image de x par la ponctuelle a. 
Y^ se réduit au point y. V^ est formée par les ao^~' plans v 
qui passent pary. 

On voit qu'une crémonique est une crémonienne où une 
variété primordiale se réduit à un point (ou à un plan). 

Quelle est i\? 

Je remarque d'abord que /'^ > i, c'est-à-dire '/'^ = 3 (54^). 
En effet, si r^ = i , on a /^ =3 o, les x manquent dans les ^ et 
l'on a, en vertu des formules du 69®, ^pK*^) ^^ classe i. La 
crémonique est alors la coUinéation <.i,(6o°). 

Puisque rç^3, la théorie des Chapitres précédents est ap- 
plicable pour la construction de $„. 

Y„ est déterminé par des équations primordiales au 

nombre de 

N4-1 — /-ç^N-hi — N = i. 

L'équ\ition de Y„ est évidemment 
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conséquence de 

Par chaque point de Y„ passe (/ 
De ces plans tangents il y aura 



r^ dépend de la nature des 0,-, r 
Par exemple pour N = 4, Y„ 
générale du réseau homaloïde 

Si Y„ n'est pas développable^ il 
r^ = 4- Si Y„ est développablc, U 
gents, r^^ 3. 

Maintenant existe-t-il, dans Vt 
homaloïde dont la surface générait 
sais rien et le problème parait très 

62" Je n'insisterai plus sur les 
désormais se confond avec celle d^ 
biratîonnelles. 



CHAPITRE VI. 



ELEMENTS FONDAMENTAUX 



63** Nommons fondamental pour la crémonienne s tout 
élément dont l'image par s n'est plus unique. Il faudra évi- 
demment avoir 

Faisons usage des coordonnées non homogènes (lo*') [Xp 
et Xa(a, p = I, 2, ..., 2N — 3). La crémonienne s est donnée 
par les relations 

où les L et les M sont des polynômes. 

Les éléments fondamentaux de s sont donnés par les 
2 N — 2 équations L^t = <^) '^' = ^j ' 5 • • • ? 2 N — 3 ; les 2 N — 2 
équations M;t=o donneront les éléments fondamentaux 
de s~~\ 

04^ Une attention spéciale est méritée par les éléments 
fondamentaux (X, u) ou {x^ U), où le plan w, ou le point x, 
est quelconque donné. 

TiiKORÈME. — // ne peut exister sur le plan u (passer 
par le point x) plus de qc^~* points X (^ plans U). 

Faisons le raisonnement sur les plans U. 
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Donnons-nous x en fixant, arbitrairement d'ailleurs, les 

N — I paramètres X,, . . ., Xj^-_,. Les N — 2 paramètres Xj,, . . ., 

^jx-3? qui définissent U, sont donnés (63**) par les 2N — 2 

équations 

Ljt=o, A:=z:o^ I, ..., 2N — 3. 

Sans changer la crémonienne^s, il est licite de débarrasser 
les polynômes Ljt de leur p. g. c. d. Je supposerai doréna- 
vant les polynômes L^t? ^lùx 2N — 3 indéterminées X», pre- 
miers entre eux. Il est licite aussi, dans la présente discussion, 
d'effectuer sur les L^ une collinéation (2N — 2)-aire quel- 
conque, à coefficients constants. Je supposerai, par suite, 
que la fraction rationnelle Lp : Lo, aux 2N — 3 indétermi- 
nées X, est irréductible. 

S'il existe oo^"* plans U, on peut choisir arbitrairement 
les N — 3 paramètres X^j, X^^.i, .. ., X,x_4. Donc les 2N — - 2 
équations 

OÙ il n'y a qu'une ^eule inconnue A et 2N — f\ indéterminées, 
ont au moins une racine commune. Le résultant 

Hés^ ( ^' * I (uolalion de Kônig), 

\ A i / 

obtenu eu éliuiina^nt l'inconnue A entre les deux équations 
Lp= o el Lo= o, est zéro. On peut aussi effectuer sur les X 
une collinéa^Uou préalable (2N, — 3,)-Airc quelconque, ce qui 
permeitrc^ d^écrirç 

H— ^^''-^ ^^^"* GrA.{X„ . . . , Xjx_0 + . . . . 

Alors, ou vertu de ce que le ré§iiiltant s'évanouit, on a 
l'identité 

(o) ApL3z=BpLo, 

où Ap et Bp sont des polynômes en X^, contenant A au degré 
GJ — I au plus (Konig, p. 101). Comme L^, est premier 
avec Lp, ridcnlilé (o) exige que Lp, qui est en A du degré tar,. 
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divise Ap, qui est en A du degré cet— i au plus. Cela est 
absurde et le théorème est démontré. 

Ainsi, parmi les qc^~* points situés sur un plan quel- 
conque u (les o6^~' plans passant par un point quelconque x)^ 
les points X (plans U), qui forment des éléments fondamen- 
taux (X, w) [éléments fondamentaux (X, «)], constituent 
une variété à N — 4 dimensions au plus. 

G5** A la démonstration précédente il suffit de changer 
quelques mots à peine pour établir qu'iV n'existe pas plus 
de Qc*'^~* éléments fondamentaux. 

En effet, s'il en existait qo*^~*, on pourrait se donner à vo- 
lonté X,, ..., Xjy_^. Les 2N — 2 équations L;t=o, où les 
X,, ..., X,j^_^ sont des indéterminées, avec Tunique in- 
connue X,^.^3, auraient une racine, au moins, commune. Gela 
est absurde, comme on l'a vu (64^)* 

60** A chaque élément fondamental # = (a;, u) correspond 
une variété fondamentale 'Ç. Nous nommerons ainsi la 
figure constituée par les différents éléments-images, par la 
crémonienne 5, de l'élément ^. 

Pour construire \?, reprenons les équations û du 8^. La so- 
lulion propre (y, p), pour l'élément (a?, u) quelconque, se 
présente comme la solution commune d'un système C d'équa- 
tions (obtenues en opérant sur û d'une façon convenable). 

Quand (.r, u) devient le fondamental ^, le système C ne 
contient plus assez d'équations distinctes pour définir (y, p). 
(jKî <^) est alors indétex^miné sur une certaine variété algé- 
brique, laquelle sera, par définition, la variété fondamen- 
tale t?. 

67^ On voit que la présente théorie des fondamentaux § et 
des fondamentales \'> est la généralisation immédiate des pro- 
priétés bien connues que possèdent les points fondamen- 
taux, dans les substitutions Cremona (birationnelles, planes 
ou dans l'espace). 

Rappelons brièvement ces propriétés. 



i 

\ 

i 
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Prenons, par exemple, le rési 
de degré M 

Deux courbes du réseau 

pour un choix quelconque des pi 
ra mètres 



se coupent en M' — i points fix 
système Q,, 

, . ^' y^ 

et en un seul point x, 

solulion propre de il. Alors la s 

»=k /( = )l. « 

Mais, si x est un point fondan 

et 

ont une branche commune, laqu 
taie afTérente à ^. 

68" Rappelons aussi commen 
forme les figures du plan. 

Nommonsy = (s^x^ le point- 
/,■ pour coordonnées. 
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Soil C) /.(^) = ^1 Uï^c courbe que parcourt x. Je nom- 
merai C' = a[C], ou courbe-image de G par a, le lieu du 
point y, quand x voyage sur C. 

Comme x = F(y)j l'équation de G' sera 

Mais, si la courbe C passe par divers fondamentaux é''*\ 
^^^\ ..., alors il se sépare^ de la forme ternaire ts (y), des 
facteurs 

*^ii *-^f^ •••> 

U, = o, Uji^ô, ... étant les courbes fondamentales affé- 
rentes à ^^'^5 ^^^\ .... La courbe-image sera ce qui reste de 
la courbe ts(y) ±= o quand on a supprimé ces branches^ 
courbes fondamentales. 

Tout cela est bien connu ^ mais va être généralisé eti ma* 
ticre de crémonienne. 

On peut résumer la théorie précédente en disant ceci : la 
courbe-image de ta courbe C est le lieu du point- image y 
de Xj lorsque x parcourt C, tout en restant à diHatice fi^ie 
des fondamentaux situés sur C. 

Revenons maintenant aux crémonicnnes générales^ 

69^ Nommons Z la figure constituée par des éléments 
(x, «), en nombre fini ou infini. Je nommerai Z'=5[Z] la 
figure, lieu des éléments (y, p) = 5 [(.r, m)], images, par la 
crémonienne *, des éléments (x, m). 

Désignons par 

Hf un élément fondamental pour 5, 

'<? une variété fondomentatc pour .ç, 
'<?' » » » .r"*. 

Je vais supposer que Z est une variété algébrique» Quelle 
estZ'==-5[:r]? 

Par analogie avec les substitutions ponctuelles planes (G8"), 
ne pourront faire partie Aq Z' les variétés tp ou portions de 'Ç. 
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70^ D'après cela, si Z est constituée exclusivement par des 
cléments #, l'image de Z n'existera pas^ comme étant formée 
exclusivement de variétés 'Q, 

Si Z, ou une portion de Z, est une variété t?', l'image cor- 
respondante se réduit au fondamental i\ correspondant 
dans 5~' à la variété %?'. 

Examinons enfin ce qui se passe quand Z est une variété 
ordinaire^ donnée par des équations 

où les F sont des formes mixtes. 
En vertu des relations 

les formes mixtes annulées 

(2) G,(y;r) = Fi(0;r,) = 6, G,(j.; r) = F,(6; ^) ==0, ... 

donneront une variété, laquelle sera Z', après suppression des 
variétés X?, s'il y avait lieu. Cette suppression serait néces- 
saire, si Z contenait des éléments fondamentaux i. 

71^ Supposons en particulier que Z soit la variété formée 
par les qo^~' éléments (x-, u\ où le plan «est fixe, mais quel- 
conque. Il y aura éventuellement sur Z des éléments fonda- 
mentaux ^, s'il existe des points X, tels qu'ils ont été étudiés 
plus haut (64**). La variété Z', telle qu'elle vient d'être définie, 
c'est-à-dire après suppression éventuelle des variétés t?, se 
nommera la variété primordiale ^i\. 

Cette définition est bien d'accord avec celle des Chapitres 
précédents. 

C'est ce qu'il est facile de voir. 

72" Par exemple, pour construire la variété ponctuelle Y„, 
qui entre dans la constitution de a\, on a supposé x indéter- 
miné ou quelconque sur le plan ;/ [c'est-à-dire que x n'est 
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i un point X (64°)1 et l'on a établi (33") les relations 

I **(?!, ?i, .. M ni ?*. u) = o, 

\ R^*-ç — i; rç£î£N. 

De même, pour la variété planaire V„ viendraient les re- 
ions 

I S = r^— i; r,(,^i^N. 

Mais, si X, au lieu d'être quelconque, vient en un point X, 

irs : 

Ou bien 9, = o, et les relations (o) deviennent illusoires; 

Ou bien '^,-= o, et les relations (i) deviennent illusoires; 

Ou bien y, = ^1^, = o, et (o) et (i) sont tous les deux illu- 

res. 

73" Par conséquent, soit dans les conventions du présent 
lapitre, soit dans les conventions des Chapitres précédents : 
primordiale $„ est la figure parcourue par l'élément 

and le point x parcourt le plan u, mais sans venir en 
point X. Autrement dit : l'élément (x, u) ne vient pas 
un élément fondamental §. 

74° Nous sommes maintenant à même de démontrer une 
portante proposition (Belge, 35°). 

TiiiioRÈsiE. — Soit une variété intégrale (10°, des Géné- 
;s) donnée ^. S'il existe une crémonienne s admettant «> 
ur primordiale, la crémonienne s sera unique. 

Soient s et s' admettant la même primordiale S'^., pour x 
elconque. Je dis que s' n'est pas distincte de s. 
La démonstration, pour N quelconque, a la même marche 
c pour N = 4 (Belge, 35"). 



ÉLÉMEMS FONl 

Lehmf: I. — Toute créinonier 
(ou un plan) quelconque, se 
unité. 

La démonstration a été donii' 

Lemhë ]1. — Si l'on trans/or 
monienne t, la crétnonienne s 

En effet, on a 

■ (/.")==*[■ 

Transformons par t, il viendi 



Lehhe ni. — Si la crémoniei 
conque, la primordiale donner 

Transformons tout l'espace p 



éléments de $„ deviennent les o 
t laissant ^H^^ fixe, s{s~*, en vertu 
eux les éléments adhérents à 
(lemmel) 

StS''=^ I, 

Passons maintenant à la dém' 
Si s' et * ont la même primo 
élément (y, v) quelconque. 

L'élément s'~' [(y, v)\ adhère 
La crémonienne «'~'*ne fait q 
ments de <e, et laisse *. fixe. Ait 



75" On peut, grâce au théorl 

Ann. de Lyon. — XIII. 
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construction, pour les crénioniennes, les variétés primordiales. 
On se trouve en présence du problème que voici : 

Etant donnée une variété intégrale tU, lieu d'un élé- 
ment {y^ r), variété dépendant du point x, trouver les con- 
ditions S nécessaires et suffisantes pour que UU soit la pri- 
mordiale ^mj. d'une crémonienne s. 

Les conditions J étant supposées satisfaites, construire s^ 
qu'on sait être unique (74°). 

« 

Ce problème fera Tobjet d'un travail ultérieur, généralisa- 
tion des Chapitres VII à XI de mon Mémoire pour N = 4 
(Belge, Troisième Partie). 
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